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 STUDIA METODOLOGICZNE 

Piotr SULEWSKI, Antoni DRAPELLA 

Wpływ nierównomierności wypełnienia 
tablicy dwudzielczej na wartość krytyczną 
statystyki testowej 

 Streszczenie. Artykuł dotyczy tablic dwudzielczych 2×2. Gdy hipoteza H0 
o niezależnoĞci cech jest słuszna, bardzo czĊsto — za sprawą małych próbek —
rozkład statystyki testowej odbiega od rozkładu chi-kwadrat. Kwantyl rozkładu
chi-kwadrat nie jest zatem właĞciwą wartoĞcią krytyczną. Problemem nie jest,
przy obecnej wydajnoĞci komputerów, wyznaczenie metodą modelowania staty-
stycznego Monte Carlo właĞciwej wartoĞci krytycznej, lecz modelowanie H0.
Modelowanie H0 to generowanie takich tablic, w których wartoĞci cechy przypi-
sane wierszom są niezależne od wartoĞci cechy przypisanej kolumnom. Odpo-
wiednie do takiego modelowania są tablice — równomierna o jednakowym
prawdopodobieństwie przynależnoĞci do komórek oraz nierównomierna mająca
jednakowe prawdopodobieństwo we wszystkich wierszach danej kolumny lub we
wszystkich kolumnach danego wiersza. Analiza wyników modelowania staty-
stycznego ujawniła, że nawet gdy H0 jest słuszna, rozkład statystyki testowej
w istotny sposób zależy od nierównomiernoĞci tablicy. W artykule pokazano, że
chcąc maksymalizować moc testu należy wartoĞć krytyczną ustalać z uwzglĊd-
nieniem miary nierównomiernoĞci tablicy. Finalnym efektem opracowania jest
zaproponowane czytelnikowi gotowe narzĊdzie do samodzielnej weryfikacji H0.
 Słowa kluczowe: tablica dwudzielcza, test niezależności, wartości krytyczne, 
metoda Monte Carlo. 
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 Test niezależności i test jednorodności są zapewne najczęściej, obok testu 

Kołmogorowa i testu Behrensa-Fishera, stosowanymi „narzędziami” statystycz-

nymi. Dane do testów niezależności i jednorodności aranżowane są w postaci 

tablic dwudzielczych, a szczególnie tablic 2×2. Statystyka testowa ma asympto-

tyczny rozkład chi-kwadrat. Warto jednak wiedzieć, że we frazie tej kryje się 
nieprzyjemna prawda. W praktyce bowiem bardzo często rozkład statystyki 

testowej nie podlega rozkładowi chi-kwadrat, co wynika z małych próbek, jaki-

mi dysponujemy. Rachunek prawdopodobieństwa nie oferuje metod pozwalają-
cych na wyznaczenie dokładnych rozkładów na podstawie analizy. Tak napraw-

dę znajomość postaci analitycznej tych rozkładów nie jest nam potrzebna. Jedy-

ne, co chcemy znać to wartości kwantyli z tzw. „ogona” tych rozkładów, najczę-
ściej 90% i 95%. Do ich uzyskania służy metoda modelowania komputerowego 

Monte Carlo. Wyznaczanie kwantyla na podstawie 50000 powtórzeń testu zgod-

ności trwa tu nie dłużej niż kilka minut i można tego dokonać nawet za pomocą 
komputera o przeciętnej wydajności procesora, jakim jest Intel i3. W przypadku 

procesora i7, realizującego 8 wątków obliczeniowych jednocześnie, będzie to 

trwać znacznie krócej. 

Interesuje nas tutaj rozkład statystyki testowej, gdy hipoteza H0 („zerowa”) 

o niezależności lub jednorodności cech jest słuszna. Przy obecnej wydajności

komputerów problemu nie stanowi wyznaczenie kwantyla, lecz modelowanie

H0. Modelowanie H0 to generowanie takich tablic, w których wartości cechy

przypisanej wierszom są niezależne od wartości cech przypisanych kolumnom.

Odpowiednia do takiego modelowania jest tablica równomierna, o jednakowym

prawdopodobieństwie przynależności do komórek. Jednak w modelowaniu nie

można ograniczyć się tylko do niej. Zjawisko niezależności może wystąpić
w każdej tablicy nierównomiernej, gdy prawdopodobieństwo według kolumn

jest jednakowe we wszystkich wierszach lub prawdopodobieństwo według wier-

szy jest jednakowe we wszystkich kolumnach. Zasada ta dotyczy wszystkich

tablic dwudzielczych, w tym także tablic 2×2.

Analiza wyników modelowania ujawniła, że rozkład statystyki testowej 

w istotny sposób zależy od nierównomierności tablicy dwudzielczej 2×2. Zbież-
ność rozkładu statystyki testowej do rozkładu chi-kwadrat okazuje się tym wol-

niejsza, im bardziej nierównomierna jest tablica. Główne przesłanie tego artyku-

łu mówi, że chcąc maksymalizować moc testu należy ustalić wartość krytyczną 
z uwzględnieniem nierównomierności tablicy. 

Tablica dwudzielcza 2×2 posiada ograniczenia w zakresie stosowania staty-

styki χ2 Pearsona, która ma asymptotyczny rozkład chi-kwadrat z jednym stop-

niem swobody. W celu zniesienia tych ograniczeń w pracy Sulewskiego (2015a) 

zaproponowano wyznaczanie wartości krytycznych na podstawie symulacji 

komputerowych metodą Monte Carlo. Także Lilliefors w teście Kołmogorowa 

dla rozkładu normalnego wyznaczył wartości krytyczne za pomocą symulacji, 

gdy parametry rozkładu były oszacowane z próby. 
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 Artykuł ten jest kontynuacją poprzednich rozważań (Sulewski, 2015a). Dalsze 

badania autorów prezentowane w artykule pokazują, że wartość krytyczna 

w teście niezależności dla tablicy dwudzielczej 2×2 (gdy między cechami nie ma 

związku) zależy nie tylko od liczebności próby i poziomu istotności, ale także od 

stopnia nierównomierności danych.  

 Pierwsza część naszego opracowania jest teoretyczna, a druga — praktyczna, 

gdzie zdefiniowano najważniejsze miary siły związku w tablicy dwudzielczej 

2×2 oraz podano wyrażenie na wyznaczanie wartości stopnia nierównomierno-

ści, dla którego na poziomie istotności 0,05=  i dla liczebności próby 

 100;50;30;25;20;15n  wyznaczono wartości krytyczne metodą symulacyj-

ną Monte Carlo. 

 W części praktycznej podano dwa przykłady testów niezależności w tablicy 

dwudzielczej 2×2 wraz z ich implementacją komputerową napisaną w edytorze 

VBA (Visual Basic for Applications) arkusza kalkulacyjnego Excel. W celu 

ułatwienia czytelnikowi samodzielnego prowadzenia badań statystycznych, ko-

pię tej implementacji umieszczono w Internecie1. Liczne komentarze dotyczące 

kodów Ĩródłowych będą pomocne dla osób, które zechcą poznać mechanizm 

tworzenia tej implementacji. 

 Podstawowym celem artykułu jest przedstawienie teorii dotyczącej testów 

niezależności dla tablicy dwudzielczej 2×2 oraz wprowadzenie miary nierów-

nomierności, a kolejnym — zaproponowanie czytelnikowi gotowego narzędzia 

w postaci pliku do samodzielnego prowadzenia badań statystycznych umiesz-

czonego w Internecie. 

MIARY SIŁY ZWIĄZKU MIĉDZY CECHAMI 
W TABLICY DWUDZIELCZEJ 2×2 

 Przypomnijmy, że najprostszą postacią tablicy dwudzielczej jest tablica 2×2 

z liczebnością poszczególnych komórek a, b, c, d (tabl. 1). Wiadomo, że liczeb-

ność próby to n=a+b+c+d.  

TABL. 1. TABLICA DWUDZIELCZA 2×2 LICZEBNOŚCI 

Cecha X 
Cecha Y 

Razem 
Y1 Y2 

X1  .................................................................. 11na  12nb   1nba

X2  .................................................................. 21nc  22nd   2ndc

Razem  ........................................................... 1 nca 2 ndb n

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

1 http://www.utogim.eu/cvchi.xls. 
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 Tablicę dwudzielczą 2×2 można także przedstawić wykorzystując prawdopo-

dobieństwo  ,2,1, jipij  przy założeniu że 122211211  pppp  (tabl. 2). 

W odniesieniu do tabl. 1 wartości te wyznaczane są ze wzorów: 

ndpncpnbpnap //// 22211211  (1)

TABL. 2. TABLICA DWUDZIELCZA 2×2 PRAWDOPODOBIEŃSTWA 

Cecha X 
Cecha Y 

Razem 
Y1 Y2 

X1  .................................................................. 11p 12p  11211 ppp

X2  .................................................................. 21p 22p  22221 ppp

Razem  ........................................................... 12111  ppp 22212  ppp 1

Ź r ó d ł o: jak przy tabl. 1. 

 Przypomnijmy, że statystyka χ2 Pearsona dla tablicy dwudzielczej 2×2 ma 

postać (Pearson, 1900): 

 
    

 
    2212211122211211

2
21122211

2
2

pppppppp
ppppn

dbcadcba
bcadn








(2)

 W badaniu populacji generalnej istotne są zarówno zależność między ce-

chami, jak i siła tej zależności. Wartości statystyki χ2 zależą nie tylko od siły 

związku między zmiennymi, lecz także od liczebności próby. Fakt ten sprawia, 

że statystyka ta jest mało przydatna do mierzenia siły związku między cecha-

mi.  

 Miary siły związku, zwane także współczynnikami zależności (korelacji), 

powinny przyjmować wartości z przedziału 1;0 , gdzie wartość 0 oznacza, że 

nie ma związku, natomiast wartość 1 pokazuje związek doskonały. Jeżeli moż-
liwe jest określenie nie tylko siły związku, ale także jej kierunku, wtedy wartości 

współczynników wahają się od –1 do +1. W przypadku wartości –1 otrzymuje 

się doskonałą korelację ujemną, zaś dla wartości +1 — doskonałą korelację do-

datnią. 
 Wzory na wyznaczanie miar siły związku w tablicy dwudzielczej w×k są do-

brze znane. Interesującą formę mają ich szczególne postaci dla tablicy dwudziel-

czej 2×2 oraz miary siły związku stosowane wyłącznie w tablicy dwudzielczej 

Wiadomości Statystyczne nr 4/2016



5 

2×2. Najprostszym sposobem wyznaczania siły związku między cechami jest 

współczynnik frakcji określony wzorem: 

2212

12

2111

11

pp
p

pp
p

db
b

ca
arf













11  rf  

(3)

 Współczynniki v Cramera, t Czuprowa oraz   Yule’a dla tablicy dwudziel-

czej 2×2 mają taką samą postać, a mianowicie: 

    dcdbcaba

bcad
vt






10  vt  

(4)

lub równoważnie: 

    2221221221111211

21122211

pppppppp

pppp
vt




 (4a)

 Miary siły związku stanowią także współczynnik q Kendalla oraz skorygowa-

ny współczynnik c Pearsona. Wielkości te dane są wzorami: 

21122211

21122211

pppp
pppp

bcad
bcadq







11  q  

(5)

n
c




2

22




10  c  

(6)

 Na szczególną uwagę zasługuje asymetryczna miara siły związku między 

cechami, a mianowicie współczynnik   Goodmana-Kruskala, mający także 

swoje rozszerzenia dla tablic trójdzielczych (Gray, Williams, 1975) oraz dla 

tablic czterodzielczych (D’Ambra, Crisci, 2013). Jest to miara dla tablicy dwu-

dzielczej w×k powszechnie znana w dwóch wariantach (Goodman, Kruskal, 

1954): 
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 jeśli cecha wierszowa jest zależna:


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(7)

 jeśli cecha kolumnowa jest zależna:



 



 
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

1;0w

(8)

 Dla tablicy dwudzielczej 2×2 współczynnik   Goodmana-Kruskala ma dużo 

prostszą postać: 

 
    dcdbcaba

bcad
wk 


2



10    

(9)

 
    2221221221111211

2
21122211

pppppppp
pppp


 (9a)

 Implementację komputerową tych współczynników w środowisku VBA, 

w skład której wchodzi wyznaczanie wartości tych współczynników oraz bada-

nie ich istotności, opisano w monografii Sulewskiego (2014). 

MIARA NIERÓWNOMIERNOĝCI W TABLICY DWUDZIELCZEJ 2×2 

 Jeżeli hipoteza zerowa H0 o niezależności cech X i Y jest słuszna, to wartości 

krytyczne dla tablicy dwudzielczej 2×2 wyznaczane są metodą Monte Carlo. 

W procesie tym tablice dwudzielcze 2×2 generowano metodą słupkową, korzy-

stając z prawdopodobieństwa  .2,1,25,0  jipij  Dla tego prawdopodobień-
stwa wymienione miary siły związku między cechami przyjmują wartość zero. 

Dokładny opis metody słupkowej można znaleĨć w artykułach Sulewskiego 

(2015a, b). 
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 Dalsze badania symulacyjne wykazały, że wartości krytyczne zależą od war-

tości prawdopodobieństwa  ,2,1, jipij  dla którego miary siły związku mię-
dzy cechami wynoszą zero 0(H  o niezależności cech jest słuszna). W związku 

z tym autorzy tego tekstu proponują miarę nierównomierności w postaci: 

   
  





2

1

2

1

2
2

1

2

1

2

25,04
25,0

25,0

i j
ij

i j

ij p
p

mn (10)

która przyjmuje wartości z przedziału .1,0  Zestawienie (1) przedstawia sytua-

cję, w której  .1,0mn  Dla prawdopodobieństw  2,1, jipij  ,1mn  jednak 

w tym przypadku nie można policzyć wartości statystyki χ2 Pearsona. 

W wyrażeniu (10) widoczne jest pewne podobieństwo do statystyki χ2 Pearsona 

dla tablic dwudzielczych .kw  

ZESTAWIENIE (1) WARTOŚCI PRAWDOPODOBIEŃSTWA ijp  ORAZ WARTOŚCI MIARY mn

0mn 1mn 1mn

4/111 p 4/112 p 2/111 p 012 p 2/111 p 2/112 p

4/121 p 4/122 p 2/121 p 022 p 021 p 022 p

Ź r ó d ł o: jak przy tabl. 1. 

WYZNACZANIE WARTOĝCI KRYTYCZNYCH 
DLA TABLICY DWUDZIELCZEJ 2×2 

 W opracowaniu Sulewskiego (2015a) przedstawiono warunki, jakie muszą 
być spełnione, aby można było w testach niezależności dla tablicy dwudzielczej 

2×2 stosować statystykę (2) oraz jej odmiany. W dobie coraz szybszych kompu-

terów można za pomocą stosownego oprogramowania znieść te ograniczenia 

i drogą symulacyjną — stosując metodę Monte Carlo i uwzględniając nierów-

nomierność danych — wyznaczyć wartości krytyczne. Algorytm wyznaczania 

wartości krytycznych dla tablicy dwudzielczej 2×2 jest następujący: 

1) wyznaczenie liczebności próby n oraz miary nierównomierności mn danej

wzorem (10) na podstawie danych Ĩródłowych;

2) ustalenie hipotezy zerowej H0, że nie ma związku między cechami;

3) ustalenie poziomu istotności ;
4) dla danej wartości  ,99,0...;;01,0;0mn  gdy H0 jest słuszna, ustalenie

wartości prawdopodobieństwa  ,2, jipij  dla którego miary siły związku

są równe zeru;

5) generowanie tablicy dwudzielczej 2×2 metodą słupkową na podstawie war-

tości  ;2, jipij

6) wyznaczenie wartości statystyki 2  Pearsona danej wzorem (2);
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7) R=5  104-krotne powtórzenie pkt. 5 i pkt. 6;

8) uporządkowanie w kolejności rosnącej wartości statystyki  ;...,,12 Rii 
9) obliczenie wartości dystrybuanty empirycznej  ;1/*  RiFi

10) ustalenie wartości krytycznej 1cv  jako i-tej statystyki pozycyjnej, w przy-

padku której wartość dystrybuanty empirycznej wynosi  1*
iF  lub jest

bardzo bliska tej wartości;

11) u 50-krotne powtórzenie pkt. 5—10;

12) wyznaczenie wartości krytycznej 



50

.50/1
li

cvcv 

 Wartości prawdopodobieństwa  2,1, jipij  dla danej wartości miary nie-

równomierności mn wyznaczono korzystając z narzędzia do analizy symulacji, 

jakim jest solver2, przy założeniach: 


 


2

1

2

1

1
i j

ijp      2,1,0  jipij      2111 pp       2212 pp  (11)

 Dla miary nierównomierności  ,9...,,1,01,0  iimn  gdy hipoteza zerowa 

H0 o niezależności cech X i Y jest słuszna oraz miary siły związku są równe zeru 

(zestawienie 2), wyznaczono wartości krytyczne dla liczebności próby 

 100;50;30;25;20;15n  na poziomie istotności .05,0  Uzyskane wyniki 

przedstawiono na wykresie, z którego wynika, że dla danej wielkości próby war-

tość krytyczna zmienia się wraz ze wzrostem stopnia nierównomierności danych 

i przyjmuje najmniejsze wartości, gdy ta nierównomierność jest największa. Od-

chylenia od wartości wyznaczanej „rutynowo” z rozkładu chi-kwadrat są znaczne. 

ZESTAWIENIE (2) WARTOŚCI MIARY NIERÓWNOMIERNOŚCI mn
ORAZ WARTOŚCI PRAWDOPODOBIEŃSTW ijp  

11p = 21p  

lub 

11p = 12p

12p = 22p

lub 

21p = 22p  

mn

0,250 0,250 0
0,171 0,329 0,1
0,138 0,362 0,2
0,113 0,387 0,3
0,092 0,408 0,4
0,073 0,427 0,5
0,056 0,444 0,6
0,041 0,459 0,7
0,026 0,474 0,8
0,013 0,487 0,9

     Ź r ó d ł o: jak przy tabl. 1. 

2 Oprogramowanie ze stosownymi wskazówkami znajduje się w pliku internetowym w arkuszu 

„solver”. 
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WARTOŚCI KRYTYCZNE WEDŁUG LICZEBNOŚCI PRÓBY
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WARTOŚCI KRYTYCZNE WEDŁUG LICZEBNOŚCI PRÓBY (cd.)
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WARTOŚCI KRYTYCZNE WEDŁUG LICZEBNOŚCI PRÓBY (dok.)

Ź r ó d ł o: opracowano na podstawie wyników przeprowadzonego badania.
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Przykład 1 

 W grupie 20 studentów matematyki przeprowadzono badanie ankietowe doty-

czące wpływu stosowania diety na wagę ciała. Na podstawie danych przedsta-

wionych w tablicy dwudzielczej 2×2 (tabl. 3) zbadano na poziomie istotności 

05,0  istnienie związku między cechami „waga ciała” i „dieta” korzystając 

ze statystyki 2  Pearsona i wyznaczając wartość krytyczną testu na podstawie 

stopnia nierównomierności. Wyznaczono siłę związku wykorzystując opisane 

miary. 

TABL. 3. TABLICA DWUDZIELCZA 2×2 LICZEBNOŚCI Z ROZKŁADEM ŁĄCZNYM CECH 
„WAGA CIAŁA” I „DIETA” 

Waga ciała 
Dieta 

Razem 
stosowana niestosowana

R a z e m  ...................................................... 8 (0,40) 12 (0,60) 20 (1,00)
Bez zmian  ..................................................... 1 (0,05) 8 (0,40) 9 (0,45)

Utrata wagi  ................................................... 7 (0,35) 4 (0,20) 11 (0,55)

U w a g a. W nawiasach podano wartości prawdopodobieństw. 

Ź r ó d ł o: jak przy tabl. 1. 

 Rozwiązanie. Implementację komputerową przykładu utworzoną w edytorze 

VBA arkusza kalkulacyjnego Excel przedstawiono w pliku3, który można otwo-

rzyć w środowisku Microsoft Office począwszy od wersji 97-2003. W progra-

mie tym powinna być włączona opcja uruchamiająca wszystkie makra. Plik in-

ternetowy zawiera także arkusz w języku angielskim. 

 Autorzy artykułu podają tu algorytm według kolejnych kroków realizowania 

implementacji komputerowej. Podkreślono czynności, które należą do czytelnika 

— dotyczą one arkusza „tablica”: 

1) wypełnienie komórek A2, B2 nazwami odpowiednio cech X i Y;

2) wypełnienie komórek B4:B5 oraz C3:D3 wariantami odpowiednio cech X
i Y;

3) wypełnienie komórek C4:D5 wielkościami a, b, c, d;

4) wyznaczenie sum brzegowych        ;,,, dbcadcba 
5) wyznaczenie liczebności próby ;dcban 
6) wyznaczenie prawdopodobieństwa ;,,, 22211211 pppp

7) założenie hipotezy zerowej H0, że nie ma związku między cechami;

8) wprowadzenie wartości poziomu istotności α do komórki C9;

9) obliczenie wartości miary nierównomierności mn ze wzoru (10);

10) jeżeli 05,0  i  9...,,1,01,0  iimn  oraz  ,100;50;30;25;20;15n

to wartość krytyczna cv  odczytana jest z wykresu;

3 Plik ten umieszczono w Internecie pod adresem http://www.utogim.eu/cvchi.xls. 
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11) jeżeli  ,9...,,1,01,0  iimn  to wartość krytyczna cv  wyznaczana jest

symulacyjnie dla danej wartości miary nierównomierności nm zaokrąglonej

do dwóch miejsc po przecinku;

12) wyznaczenie wartości statystyki 2  ze wzoru (2);

13) jeżeli ,2
 cv  to nie ma podstaw do odrzucenia H0. Przejście do punktu 16; 

14) jeżeli ,2
 cv  to są podstawy do odrzucenia H0; 

15) wyznaczenie wartości wymienionych miar siły związku;

16) koniec algorytmu.

O działaniu algorytmu informuje licznik iteracji znajdujący się na pasku statu-

su. 

Wizualizację przykładu 1 przedstawia zestawienie (3).

ZESTAWIENIE (3) WYNIKÓW DZIAŁANIA TESTU NIEZALEŻNOŚCI DLA PRZYKŁADU 1

Segment A Segment B 

H0 
Nie ma związku 

między cechami 
Miary siły związku Wartości siły związku 

α  ........................  0,05 rf  ................................ –0,54

mn  .....................  0,30 vtφ  .............................. 0,53

cvα  .....................  3,72 q  ................................. –0,87

χ2  ......................  5,69 c  ................................. 0,44

Są podstawy do odrzucenia H0 τ  .................................. 0,28

Ź r ó d ł o: jak przy tabl. 1. 

Przykład 2 

 W grupie 38 studentów informatyki przeprowadzono badanie ankietowe doty-

czące szczepienia psów, z uwzględnieniem miejsca zamieszkania. Na podstawie 

danych przedstawionych w tablicy dwudzielczej 2×2 (tabl. 4) zbadano na po-

ziomie istotności 1,0  istnienie związku między cechami „miejsce zamiesz-

kania” i „szczepienie psa” korzystając ze statystyki 2  Pearsona i wyznaczając 

wartość krytyczną testu na podstawie stopnia nierównomierności. Wyznaczono, 

jak poprzednio, siłę związku wykorzystując wcześniej opisane miary. 

TABL. 4. TABLICA DWUDZIELCZA 2×2 Z ROZKŁADEM ŁĄCZNYM CECH 
„MIEJSCE ZAMIESZKANIA” I „SZCZEPIENIE PSA” 

Miejsce zamieszkania 
Szczepienie psa 

Razem 
tak nie

R a z e m  ...................................................... 10 (0,26) 28 (0,74) 38 (1,00)
Miasta  ........................................................... 6 (0,16) 22 (0,58) 28 (0,74)

Wieś  .............................................................. 4 (0,10) 6 (0,16) 10 (0,26)

U w a g a. W nawiasach podano wartości prawdopodobieństw. 

Ź r ó d ł o: jak przy tabl. 1. 

Wiadomości Statystyczne nr 4/2016



14 

 Rozwiązanie. Po wykonaniu algorytmu według kroków podanych w przykła-

dzie 1, wizualizację tego przykładu przedstawiono w zestawieniu (4). 

ZESTAWIENIE (4) WYNIKÓW DZIAŁANIA TESTU NIEZALEŻNOŚCI DLA PRZYKŁADU 2 

Segment A  Segment B 

H0 
Nie ma związku 

między cechami 
Miary siły związku Wartości siły związku 

α  ........................  0,10 rf  ................................ –0,19

mn  .....................  0,58 vtφ  .............................. 0,19

cvα  .....................  2,75 q  ................................. –0,42

χ2  ......................  1,31 c  ................................. 0,07

Nie ma podstaw do odrzucenia H0 τ  ................................. 0,03

Ź r ó d ł o: jak przy tabl. 1. 

Podsumowanie 

W badaniu niezależności cech w tablicach dwudzielczych najważniejsza jest 

zaproponowana przez Pearsona statystyka .2  W celu zniesienia ograniczeń 
w stosowaniu tej statystyki wartości krytyczne wyznaczono symulacyjnie. 

W opracowaniu zwrócono uwagę na fakt, że wartości krytyczne wyznaczone 

symulacyjnie metodą Monte Carlo zależą także od stopnia nierównomierności 

danych. Zbieżność rozkładu statystyki testowej do rozkładu chi-kwadrat jest tym 

wolniejsza, im bardziej nierównomierna jest tablica. Główne przesłanie tego 

artykułu mówi, że chcąc maksymalizować moc testu należy wartość krytyczną 
ustalać z uwzględnieniem nierównomierności tablicy. Dzięki gotowej imple-

mentacji komputerowej czytelnik może samodzielnie badać niezależność cech 

w tablicy dwudzielczej 2×2. 

dr Piotr Sulewski — Akademia Pomorska w Słupsku, prof. dr hab. Antoni Drapella — Akade-
mia Marynarki Wojennej w Gdyni 
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 Summary. The article concerns two-way (2×2) contingency tables. When the 

0H — hypothesis of independence of features is correct, very often — because of 
the small sample — the distribution of the test statistics differ from the chi- 
-square. Quantile of the chi-square is therefore not a correct critical value. With
the current performance of computers, designation of critical value by statistical
modeling of Monte Carlo method is not a problem, but a problem is H0 model-
ing. The H0 modeling is generating such arrays, which feature value assigned
rows are independent of the characteristics of the assigned columns. Suitable for
such modeling are tables —  uniform of the same probability of belonging to cells
and uneven having equal probability in all rows of a given column or in all col-
umns of a given row. Analysis of the results of statistical modeling revealed that
even when H0 is right, the distribution of the test statistics significantly depends
on the uneven array. The article shows that in order to maximize the power of
the test should be set critical value, taking into account measures of inequality
array. The final result of the study is offered the reader a ready tool for inde-
pendent verification of the H0 hypothesis.

 Keywords: two-way contingency tables, independence test, critical values, 

Monte Carlo method. 

 Резюɦе. Сɬɚɬɶɹ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬ ɞɜɭɯɪɚɡɞɟɥɢɬɟɥɶɧɵɟ ɬɚɛɥɢɰɵ 2×2. 
Еɫɥɢ ɝɢɩɨɬɟɡɚ H0 ɩɨ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɩɪɢɡɧɚɤɨɜ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɚɜɢɥɶɧɨɣ, ɨɱɟɧɶ 
ɱɚɫɬɨ — ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɧɟɛɨɥɶɲɢɯ ɜɵɛɨɪɨɤ – ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɬɟɫɬɨɜɵɯ 
ɫɬɚɬɢɫɬɢɤ ɧɟ ɩɨɞɱɢɧɹɟɬɫɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɸ ɯɢ-ɤɜɚɞɪɚɬ. Кɜɚɧɬɢɥɶ ɪɚɫ- 
ɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɯɢ-ɤɜɚɞɪɚɬ ɬɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ ɧɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɦ 
ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɦ ɡɧɚɱɟɧɢɟɦ. Уɱɢɬɵɜɚɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɫɟɝɨɞɧɹɲɧɢɯ ɤɨɦ- 
ɩɶɸɬɟɪɨɜ, ɩɪɨɛɥɟɦɨɣ ɧɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɟ ɩɨ ɦɟɬɨɞɭ ɫɬɚɬɢɫɬɢ- 
ɱɟɫɤɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ Мɨɧɬɟ-Кɚɪɥɨ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɝɨ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɨɝɨ 
ɡɧɚɱɟɧɢɹ, ɧɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ H0. Мɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ H0 ɷɬɨ ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɚ ɬɚɤɢɯ 
ɬɚɛɥɢɰ, ɜ ɤɨɬɨɪɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɩɪɢɡɧɚɤɚ ɨɬɧɟɫɟɧɵ ɤ ɫɬɪɨɤɚɦ ɹɜɥɹɸɬɫɹ 
ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɵɦɢ ɨɬ ɜɟɥɢɱɢɧɵ ɩɪɢɡɧɚɤɚ ɨɬɧɟɫɟɧɧɨɝɨ ɤ ɫɬɨɥɛɰɚɦ. Сɨɨɬɜɟɬ-
ɫɬɜɭɸɳɢɦɢ ɞɥɹ ɬɚɤɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ ɬɚɛɥɢɰɚɦɢ ɹɜɥɹɸɬɫɹ — ɪɚɜɧɨ- 
ɦɟɪɧɚɹ ɫ ɨɞɢɧɚɤɨɜɨɣ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶɸ ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɧɨɫɬɢ ɤ ɤɥɟɬɤɚɦ, ɚ ɬɚɤɠɟ 
ɧɟɪɚɜɧɨɦɟɪɧɚɹ ɢɦɟɸɳɚɹ ɨɞɢɧɚɤɨɜɭɸ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶ ɜɨ ɜɫɟɯ ɫɬɪɨɤɚɯ 
ɞɚɧɧɨɝɨ ɫɬɨɥɛɰɚ ɢɥɢ ɜɨ ɜɫɟɯ ɫɬɨɥɛɰɚɯ ɞɚɧɧɨɣ ɫɬɪɨɤɢ. Аɧɚɥɢɡ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ 
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ɫɬɚɬɢɫɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ ɩɨɤɚɡɚɥ, ɱɬɨ ɞɚɠɟ ɟɫɥɢ H0 ɹɜɥɹɟɬɫɹ 
ɩɪɚɜɢɥɶɧɨɣ, ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɬɟɫɬɨɜɵɯ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɨ ɡɚɜɢɫɢɬ 
ɨɬ ɧɟɪɚɜɧɨɦɟɪɧɨɫɬɢ ɬɚɛɥɢɰɵ. В ɫɬɚɬɶɟ ɛɵɥɨ ɩɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɜɵɫɨɤɨɣ 
ɦɨɳɧɨɫɬɢ ɤɪɢɬɟɪɢɹ ɫɥɟɞɭɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɹɬɶ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɨɟ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɫ ɭɱɟɬɨɦ 
ɦɟɪɵ ɧɟɪɚɜɧɨɦɟɪɧɨɫɬɢ ɬɚɛɥɢɰɵ. Кɨɧɟɱɧɵɦ ɷɮɮɟɤɬɨɦ ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɢ 
ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɟ ɱɢɬɚɬɟɥɸ ɝɨɬɨɜɨɝɨ ɢɧɫɬɪɭɦɟɧɬɚ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɨ- 
ɹɬɟɥɶɧɨɣ ɩɪɨɜɟɪɤɢ H0. 
 Кɥючевые сɥова: ɞɜɭɯɪɚɡɞɟɥɢɬɟɥьɧɚя ɬɚɛɥɢɰɚ, ɤɪɢɬɟɪɢɣ ɧɟɡɚɜɢɫɢ- 

ɦɨɫɬɢ, ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɨɟ ɡɧɚɱɟɧɢɟ, Мɨɧɬɟ-Кɚɪɥɨ. 
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