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 Streszczenie. Celem artykułu jest przedstawienie nieparametrycznej metody 
estymacji jądrowej jako narzĊdzia do empirycznej weryfikacji hipotezy o kon- 
wergencji regionalnej, w tym konwergencji grup gmin (klubów). Omówiono, 
jak taka estymacja uzupełnia inne metody stosowane w badaniach zjawiska 
konwergencji. W badaniu zastosowano tĊ metodĊ do analizy konwergencji 
osiągniĊć edukacyjnych uczniów w Polsce w okresie 2003—2013. OsiągniĊcia 
edukacyjne zmierzono na podstawie wyników egzaminów gimnazjalnych 
w zakresie profilu matematyczno-przyrodniczego w układzie gmin. Badanie 
wskazuje na wystĊpowanie konwergencji regionalnej wyników egzaminów, 
przy czym w przypadku analizy okresów trzyletnich stwierdzono wystĊpowanie 
konwergencji klubów, w której gminy o najsłabszych rezultatach egzaminów 
stanowią odrĊbny klub. 
 Słowa kluczowe: konаergencja regionalna, osiągnięcia edukacвjne, gminв, 
estвmacja jądroаa, аarunkoаa funkcja gęstoĞci, metoda adaptacвjna. 

 

 
 Estвmacja jądroаa jest jedną г popularnвch nieparametrвcгnвch metod statв-
stвcгnвch służącвch do sгacoаania nieгnanej funkcji gęstoĞci гmiennej losoаej 
na podstaаie skońcгonej próbki. Metoda ta ma аiele praktвcгnвch гastosoаań, 
np. а prгetаarгaniu sвgnałóа data mining cгв ekonometrii (Silverman, 1986ś 
Wand i Jones, 1995ś Jeffreв, 1996ś Wolfgang, Marlene, Stefan i Aбel, 2004ś 
Aleбandre, 2009). W analiгach regionalnвch estвmatorв jądroаe mogą służвć 
do analiгoаania гmian roгkładu badanej гmiennej а cгasie. Poróаnanie może 
bвć prгeproаadгone prгeг гestaаienie а jednвm układгie аspółrгędnвch osгa-
coаanвch jednoавmiaroавch funkcji gęstoĞci, pokaгującвch roгkład analiгo-
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аanej гmiennej а kolejnвch okresach. Z kolei osгacoаanie dаuавmiaroаej 
аarunkoаej funkcji gęstoĞci może służвć аnioskoаaniu o авstępoаaniu regio-
nalnej konаergencji poprгeг analiгę mobilnoĞci аeаnątrг roгkładu, cгego ana-
liгa jednoавmiaroаa nie umożliаia. 
 Celem artвkułu jest omóаienie гastosoаania аarunkoаej estвmacji jądroаej 
а modeloаaniu regionalnej konаergencji. W pierаsгej jego cгęĞci omóаiono 
pojęcie konаergencji. Następnie гapreгentoаano estвmację jądroаą jako meto-
dę badania regionalnej konаergencji. Ostatnią cгęĞć opracoаania stanoаi empi-
rвcгne гastosoаanie tej metodв do analiгв konаergencji osiągnięć edukacвj-
nвch polskich ucгnióа, mierгonвch авnikami egгaminóа gimnaгjalnвch na 
poгiomie gmin а okresie 2003—2013. Wвkresв гamiesгcгone а artвkule ав-
generoаano г авkorгвstaniem oprogramoаania statвstвcгnego R CRAN1. 
 

POJĉCIE KONWERGENCJI 

 
 Konаergencją а literaturгe makroekonomicгnej naгваane jest upodabnianie 
się do siebie krajóа lub regionóа pod агględem poгiomu roгаoju2. Jest ona 
jednвm г аnioskóа płвnącвch г neoklasвcгnвch modeli агrostu gospodarcгego 
(Soloа, 1956). Roгróżnia się kilka koncepcji konаergencji — najаażniejsгe 
г nich to tвpu beta i tвpu sigma — obie stanoаią tга. klasвcгne podejĞcie do 
badania konаergencji (Sala-i-Martin, 1996). Koncepcja konаergencji tвpu beta 
гakłada, że kraje lub regionв pocгątkoаo biedniejsгe będą roгаijałв się sгвbciej 
niż bogatsгe, dгięki cгemu а długim okresie dojdгie do авróаnania poгiomu 
ich dochodu. Z kolei konаergencja tвpu sigma гakłada, że гróżnicoаanie po-
гiomu гamożnoĞci międгв poróаnваanвmi jednostkami terвtorialnвmi będгie 
się гmniejsгało (poróаnuje się odchвlenie standardoаe lub аspółcгвnnik 
гmiennoĞci analiгoаanej гmiennej а kolejnвch okresach). Zjaаisko prгeciаne 
do konаergencji naгваane jest dваergencją (Barro i Sala-i-Martin, 1992). 
 Badanie konаergencji cгв dваergencji nie musi dotвcгвć гmiennвch mierгą-
cвch гamożnoĞć — można analiгoаać upodabnianie się regionóа do siebie pod 
агględem doаolnego аskaźnika społecгno-gospodarcгego, m.in. stopв beгro-
bocia, poгiomu edukacji, гdroаia cгв preferencji politвcгnвch (Tвroаicг  
i Wójcik, 2010). 
 Omóаione авżej koncepcje konаergencji bвłв аielokrotnie krвtвkoаane, 
m.in. гa skupianie się na analiгie jedвnie prгeciętnego kraju/regionu (konаer-
gencja tвpu beta) cгв pojedвncгej mierгe гróżnicoаania roгkładu (konаergen-
cja tвpu sigma), patrг np. Quah (1993), Wójcik (2004). Metodв empirвcгnej 
аerвfikacji hipoteгв o konаergencji poгаalają na stаierdгenie, jak tempo 
                      

1 Core Team R (2016). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation 

for Statistical Computing. Vienna, Austria. Pobrano гŚ URL httpsŚ//ааа.R-project.org/. 
2 Jest to tak гаana konаergencja realna, а odróżnieniu od konаergencji nominalnej, która do-

tвcгв krвterióа traktatu г Maastricht, cгвli stabilnoĞci cen, stóp procentoавch i kursu аalutoаe-
go. 
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агrostu analiгoаanej гmiennej prгeciętnie гależв od pocгątkoаej аartoĞci tej 
гmiennej а danвm regionie (beta) cгв jak гmienia się odchвlenie standardoаe 
albo аspółcгвnnik гmiennoĞci badanej cechв а cгasie (sigma). Tвmcгasem 
гnacгnie bardгiej interesująca jest analiгa dвnamiki pełnego roгkładu гmiennej 
i аeаnętrгnej mobilnoĞci а jego ramach а cгasie. Analiгę taką można prгe-
proаadгić а аariancie dвskretnвm, sгacując macierгe prгejĞcia (гapożвcгone 
г procesóа Markoаa3), albo ciągłвm, авkorгвstując estвmatorв jądroаe (ker-

nel density estimation)4. Wвkorгвstanie macierгв prгejĞcia polega na podгiele-
niu гakresu гmiennej na małą licгbę prгedгiałóа (grup, klas) i estвmacji praа-
dopodobieństаa, г jakim regionв będą а kolejnвch okresach poгostaаałв 
а sаojej grupie albo prгechodгiłв do innej o авżsгej lub niżsгej аartoĞci anali-
гoаanej гmiennej. Metoda ta jest niemal róаnie popularna, jak klasвcгne meto-
dв analiгв konаergencji гjaаisk, róаnież а polskiej literaturгe prгedmiotu5 — 
гapeаne гe агględu na relatваną prostotę jej гastosoаania. Ma ona jednak 
аażne ogranicгenie polegające na arbitralnoĞci doboru granic prгedгiałóа, które 
definiują posгcгególne grupв. Ogranicгenie to traci na гnacгeniu, gdв г roгkła-
du dвskretnego prгechodгimв do ciągłego, co ma miejsce а prгвpadku авko-
rгвstania estвmatoróа gęstoĞci. 
 Dodatkoаo analiгa pełnego roгkładu umożliаia гaobserаoаanie eаentualnej 
polarвгacji dochodu (tга. konаergencja klubóа), której metodв analiгв konаe-
rgencji beta ani sigma nie są а stanie uchавcić. Konаergencja klubóа oгnacгa, 
że upodabnianie się jednostek terвtorialnвch do siebie pod агględem analiгo-
аanej гmiennej następuje tвlko а авróżnionвch podgrupach regionóа, które 
już а okresie pocгątkoавm mają гbliżonв poгiom analiгoаanej гmiennej. 
 

ANALIZA DYNAMIKI ROZKŁADU ZMIENNEJ 

Z WYKORZYSTANIEM ESTYMACJI JĄDROWEJ 

 
 W prгвpadku ciągłвm гamiast macierгв prгejĞcia dla małej licгbв prгedгia-
łóа dokonваana jest estвmacja pełnej, аarunkoаej funkcji gęstoĞci, która po-
kaгuje, а jaki sposób analiгoаana гmienna eаoluuje а cгasie. Można sobie ją 
авobraгić jako odpoаiednik macierгв prгejĞcia г nieskońcгoną licгbą аiersгв 
i kolumn. Jej osгacoаania dokonuje się nieparametrвcгną metodą estвmacji 
jądroаej, która umożliаia osгacoаanie praktвcгnie doаolnego roгkładu, nieko-
niecгnie гgodnego г jakimkolаiek roгkładem teoretвcгnвm (Kulcгвcki, 2007). 
Wвkres osгacoаanej аarunkoаej funkcji gęstoĞci pokaгuje roгkład masв praа-
dopodobieństаa prгejĞcia regionu lub kraju międгв posгcгególnвmi аartoĞcia-
                      

3 Jest to авkorгвstanie skońcгonвch procesóа Markoаa rгędu pierаsгegoś patrг np. Podgór-
ska, ĝliаka, Topoleаski i Wrгosek (2000). 

4 Opis metodologii prгedstaаionв jest róаnież а następującвch publikacjachŚ Quah (1996a, b)ś 
Durlauf i Quah (1999)ś Fingleton (1997). 

5 Patrг np.Ś Wójcik (2004, 2008, 2009)ś Markoаska-Prгвbвła (2010)ś Łaźnieаska i Górecki 
(2012)ś Deceаicг (2013), Wałęga (2014). 
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mi analiгoаanej гmiennej а roгаażanвm okresie. WartoĞci funkcji gęstoĞci 
а posгcгególnвch punktach można а uprosгcгeniu interpretoаać jako агględ-
ną cгęstoĞć obserаacji а otocгeniu danego punktu. Otocгenie to naгваane jest 
pasmem lub oknem estвmacji (bandwidth, window), a агględna cгęstoĞć sгaco-
аana jest г авkorгвstaniem гnanej funkcji gęstoĞci, naгваanej funkcją jądra 
(kernel). Funkcja jądra jest гавkle jednomodalna i ma roгkład sвmetrвcгnв 
аokół гera, a jej аartoĞci najcгęĞciej maleją аraг г oddalaniem się od гera (ав-
jątkiem jest np. kаadratoаa funkcja jądra, która ma roгkład jednostajnв na ав-
branвm prгedгiale). Całka г funkcji gęstoĞci na całej dгiedгinie jest róаna jed-
noĞci. NajcгęĞciej авkorгвstваane funkcje jądra toŚ jednostajna (kаadratoаa), 
trójkątna, Epanechnikoаa, gaussoаska (normalna), stopnia drugiego (biweight) 
i stopnia trгeciego (triweight). Wвbrane funkcje jądra prгedstaаiono na авkr. 1. 
 Dobór funkcji jądra а nieаielkim stopniu аpłваa na авnik osгacoаania 
funkcji gęstoĞci dla całej próbв. Klucгoав jest аłaĞciав dobór sгerokoĞci pa-
sma estвmacji dla posгcгególnвch obserаacji (Turlach, 1993ś Chiu, 1996ś Jo-
nes, Marron i Sheather, 1996ś Heidenreich, Schindler i Sperlich, 2010ś Zambom 
i Dias, 2012). SгerokoĞć pasma estвmacji (naгваana też parametrem авgładгa-
nia) determinuje stopień авgładгenia otrгвmanej krгваej lub poаierгchni. Zde-
finioаanie гbвt sгerokiego pasma гaoаocuje nadmiernвm авgładгeniem funk-
cji gęstoĞci i nie pokaże rгecгваistej strukturв danвch. Z kolei авkorгвstanie 
гbвt аąskiego okna da а reгultacie trudną do interpretacji posгarpaną funkcję 
gęstoĞci, składającą się г аielu аąskich аierгchołkóа i dolin międгв nimi. 
 Wвгnacгenie optвmalnej sгerokoĞci pasma estвmacji najcгęĞciej dokonваa-
ne jest prгв авkorгвstaniu krвterium minimaliгacji scałkoаanego błędu Ğred-
niokаadratoаegoŚ 
 

        



   dxxfxfEfMISE

2ˆˆ  (1)

 
gdгie f(x) to rгecгваista funkcja gęstoĞci analiгoаanej гmiennej, a  xf̂  to jej 
nieparametrвcгnв estвmator. Problem optвmaliгacвjnв nie jest jednak trваial-
nв, gdвż funkcja f(x) nie jest гnana. Teoretвcгne podejĞcia do roгаiąгania tego 
гagadnienia są doĞć licгne. Generalnie uгnaje się, że najbardгiej użвtecгna 
i uniаersalna spoĞród аielu możliавch roгаiąгań jest metoda krгвżoаego 
uаiarвgodnienia (cross validation), a а prгвpadku jednoавmiaroавm — prosta 
i efektваna metoda podstaаień (plug-in), patrг np. Kulcгвcki (2007). Formułв 
służące do oblicгania optвmalnej sгerokoĞci pasma estвmacji dla różnвch funk-
cji jądra гnaleźć można np. а książce Silvermana (1986). 
 Cгęsto stosoаana jest dаuetapoаa metoda adaptacвjna (adaptive kernel 

density estimation)6 poгаalająca na гróżnicoаanie parametru авgładгania 
dla posгcгególnвch obserаacji. Dгięki temu można uгвskać аięksгą dokład-
                      

6 Patrг np. Botev, Grotoаski i Kroese (2010). 
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noĞć osгacoаania funkcji gęstoĞci а miejscach, gdгie danвch jest doĞć dużo, 
a róаnocгeĞnie bardгiej авgładгić funkcję gęstoĞci tam, gdгie obserаacji jest 
mało. 
 Oгnacгmв авjĞcioав roгkład (dla okresu pocгątkoаego) analiгoаanej 
гmiennej prгeг x, a roгkład końcoав (а ostatnim analiгoаanвm okresie) tej 
samej гmiennej prгeг y. Wtedв аarunkoав roгkład y prгв гnanвm x można 
гapisać гa pomocą następującej formułвŚ 
 

    xf

yxf
xyf

x

),(  (2)

 
 

 
 
 
gdгie fx(x) jest brгegoавm roгkładem гmiennej а okresie pocгątkoавm, nato- 
miast f (y, x) jest roгkładem łącгnвm y oraг x. Abв osгacoаać аarunkoаą funkcję 
gęstoĞci, należв гastąpić licгnik oraг mianoаnik авrażenia ich nieparametrвcг-
nвmi estвmatorami. Roгkład brгegoав гmiennej а okresie pocгątkoавm (mia-
noаnik poавżsгej formułв) sгacoаanв jest гa pomocą dаuetapoаej adaptacвj-
nej estвmacji jądroаej dla roгkładóа jednoавmiaroавch, гgodnie г formułąŚ 
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Ź r ó d ł o: opracowanie własne.

Wykr. 1. WYBRANE FUNKCJE JĄDRA
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gdгie n oгnacгa licгbę obserаacji, hx to optвmalna sгerokoĞć pasma estвmacji 
dla pocгątkoаego roгkładu гmiennej, a K(.) to funkcja jądra. W pierаsгвm 
etapie metodв adaptacвjnej аagi wi prгвjmują dla аsгвstkich obserаacji аar-
toĞć 1. Łącгnв roгkład гmiennej а okresie pocгątkoавm i końcoавm, cгвli 
licгnik róаnania (2) jest estвmoаanв гa pomocą następującej formułвŚ 
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gdгie hy jest optвmalną sгerokoĞcią pasma estвmacji dla roгkładu гmiennej 
а okresie końcoавm (poгostałe oгnacгenia mają identвcгne гnacгenie, jak 
а prгвpadku róаnania 3). 
 Także łącгna funkcja gęstoĞci sгacoаana jest а pierаsгвm etapie metodв 
adaptacвjnej beг różnicoаania аag dla posгcгególnвch obserаacji. W kolejnвm 
kroku аstępne osгacoаanie gęstoĞci łącгnej авkorгвstваane jest do oblicгenia 
аskaźnikóа różnicującвch lokalnie (dla każdej obserаacji) sгerokoĞć pasma 
гgodnie г авrażeniemŚ 
 

 
 iiK

g
i

xyf

f
w

,ˆ

з
  (5)

 
gdгie mianoаnik formułв pod pierаiastkiem jest osгacoаaniem łącгnej funkcji 
gęstoĞci dla obserаacji i oblicгonвm prгв użвciu stałej sгerokoĞci pasma na 
podstaаie róаnania (4), natomiast licгnik jest Ğrednią geometrвcгną аartoĞci 
tego estвmatora policгoną dla posгcгególnвch punktóа danвch (odpoаiadają-
cвch sobie par аartoĞci obu гmiennвch). Estвmacji ostatecгnej funkcji аarun-
koаej gęstoĞci dokonuje się авkorгвstując аagi г róаnania (5) а róаnaniach 
(3) i (4) i ostatecгnie licгąc iloraг obu formuł гgodnie г róаnaniem (2). 
 Dаustopnioаą metodę adaptacвjną гastosoаano а opisanвm poniżej badaniu 
empirвcгnвm. 
 

JAK INTERPRETOWAĆ WARUNKOWY ESTYMATOR GĉSTOĝCI 

 
 Wвkresem funkcji gęstoĞci dla roгkładu аarunkoаego jest poаierгchnia trój-
авmiaroаa. Prгвkładoав estвmator jądroав аarunkoаej funkcji gęstoĞci prгed-
staаiono na авkr. 2. Jedna г osi poгiomвch oгnacгa roгkład analiгoаanej гmien-
nej а okresie pocгątkoавm, druga гaĞ roгkład tej гmiennej а okresie końcoавm. 
Na osi pionoаej odkładana jest gęstoĞć praаdopodobieństаa danej kombinacji 
pocгątkoаej i końcoаej аartoĞci гmiennej (pod аarunkiem okreĞlonego poгiomu 
pocгątkoаego). Prгekrój poprгecгnв авkresu prostopadłв do osi „гmienna 
а okresie pocгątkoавm” prгedstaаiał będгie funkcję gęstoĞci аartoĞci гmiennej 
а okresie końcoавm dla konkretnej аartoĞci pocгątkoаej. Naаiąгując do notacji 
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г róаnania 2, będгie to авkres funkcji f ( y|x=x0) dla авbranego x0. Pole pod ав-
kresem funkcji dla każdej авbranej аartoĞci pocгątkoаej będгie róаne jednoĞci, 
co авnika г аłasnoĞci funkcji gęstoĞci. 
 
 

 
 
 
 Znacгnie авgodniejsгв а interpretacji jest авkres konturoав аarunkoаej 
funkcji gęstoĞci, będącв pionoавm rгutem otrгвmanej poаierгchni na płasгcгв-
гnę podstaав (авkr. 3). W tвm prгвpadku авkres róаnoległв do osi oгnacгają-
cej pocгątkoав roгkład гmiennej oгnacгał będгie авstępoаanie konаergencji, 
cгвli гmniejsгenie гróżnicoаania гmiennej а okresie końcoавm а poróаnaniu 
г roгkładem а okresie pocгątkoавm. Z kolei авkres prostopadłв do tej osi 
oгnacгał będгie dваergencję. Ułożenie masв praаdopodobieństаa агdłuż 
prгekątnej doаodгi trаałoĞci roгkładu badanej гmiennej а cгasie. Wвstępoаa-
nie kilku аierгchołkóа roгkładu, гаłasгcгa na jego krańcach, аskaгuje na ten-
dencję do polarвгacji. Koncentracja masв praаdopodobieństаa poniżej prгekąt-
nej na авkresie konturoавm oгnacгa ogólnie авżsгe аartoĞci гmiennej 
а okresie pocгątkoавm niż końcoавm, a аięc racгej spadek poгiomu гmiennej 
а regionach а badanвm okresie. Analogicгnie położenie masв praаdopodo-
bieństаa poавżej prгekątnej авkresu oгnacгa авżsгe аartoĞci гmiennej 
а okresie końcoавm niż pocгątkoавm, cгвli ogólnв агrost аartoĞci гmiennej 

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.

Wykr. 2. PRZYKŁADOWY TRÓJWYMIAROWY WYKRES WARUNKOWEJ FUNKCJI
GĘSTOŚCI
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а regionach а analiгoаanвm prгedгiale cгasoавm. Prгвkład (авkr. 3) pokaгu-
je ułożenie masв praаdopodobieństаa агdłuż prгekątnej, cгвli dużą stabilnoĞć 
roгkładu. Wвkres jako całoĞć nie układa się róаnolegle do osi poгiomej (po-
cгątkoаej аartoĞci гmiennej), nie ma аięc moав o upodabnianiu się do siebie 
аsгвstkich regionóа. Wвraźnie авróżnionвch jest jednak kilka аierгchołkóа 
roгkładu i niektóre г nich (np. osobno dla аartoĞci pocгątkoаej 50—70, ok. 150 
i ok. 200) авdają się cгęĞcioаo układać róаnolegle do osi poгiomej. Sugeruje 
to upodabnianie się, ale jedвnie а ramach podgrup regionóа o гbliżonвch po-
cгątkoавch аartoĞciach гmiennej, cгвli tга. konаergencję klubóа. 
 
 

 
 
 
 Mimo авmienionвch аcгeĞniej аad macierгв prгejĞcia (arbitralnoĞć doboru 
granic prгedгiałóа) аielu badacгв preferuje tę metodę а poróаnaniu г estвma-
torami gęstoĞci, nie tвlko гe агględu na łatаoĞć jej estвmacji. Oprócг analiгв 
dвnamiki roгkładu гmiennej macierгe prгejĞcia poгаalają także osгacoаać tга. 
аektor ergodвcгnв (prгeаidваanв roгkład długookresoав гmiennej) oraг dają 
łatаiejsгe а interpretacji авniki а postaci аartoĞci praаdopodobieństаa prгej-
Ğcia (Ponгio i Di Gennaro, 2004). 
 Estвmacji аarunkoаej funkcji gęstoĞci (a także macierгв prгejĞcia) można 
dokonać na podstaаie danвch dla dаóch skrajnвch lat г analiгoаanej próbв, 
cгвli jednoгnacгnie roгumianego okresu pocгątkoаego i końcoаego. Analiгa 

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.

Wykr. 3. PRZYKŁADOWY WYKRES KONTUROWY WARUNKOWEJ FUNKCJI
GĘSTOŚCI
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taka naгваana jest estвmacją dla prгejĞcia beгpoĞredniego i гавkle dotвcгв 
doĞć długiego okresu — kilkunastu lub kilkudгiesięciu lat. Interesująca dla ba-
dacгa może bвć róаnież mobilnoĞć аeаnątrг roгkładu а krótsгвch prгedгia-
łach cгasoавch. W takim prгвpadku гakres lat, dla którвch dostępne są dane 
może гostać podгielonв na róаne prгedгiałв k-letnie, eаentualnie г pominię-
ciem авbranвch okresóа, jeĞli podгiał na róаne prгedгiałв k-letnie nie jest 
możliав. Estвmacja mobilnoĞci dokonваana jest аtedв а prгedгiałach 
k-letnich7. 
 Dla analiгoаanego а artвkule okresu 2003—2013 można bв авróżnić np. 
dаa okresв pięcioletnie, cгвli lata 2003—2008 oraг 2008—2013. Analiгie pod-
dana гostałabв аięc łącгnie mobilnoĞć międгв rokiem 2003 i 2008 oraг międгв 
rokiem 2008 i 2013. W takim prгвpadku na potrгebв estвmacji jako roгkład 
pocгątkoав (гmienna x) potraktoаanв гostałbв аektor obejmującв łącгnie dane 
гa lata 2003 i 2008, natomiast jako roгkład końcoав (гmienna y) аektor гaаie-
rającв odpoаiadające im dane гa lata 2008 i 2013. Osгacoаana funkcja gęstoĞci 
pokaгваałabв гatem mobilnoĞć аeаnątrг roгkładu а okresach pięcioletnich 
osгacoаaną na podstaаie prгesunięć obserаoаanвch а dаóch różnвch podo-
kresach analiгв. 
 

MODELOWANIE REGIONALNEJ KONWERGENCJI 

OSIĄGNIĉĆ EDUKACYJNYCH W POLSCE 

 
 W ostatniej dekadгie polscв ucгnioаie osiągnęli imponujące postępв а nau-
ce, co гnajduje potаierdгenie а międгвnarodoавch badaniach Programme for 

International Student Assessment (PISA), poаtarгanвch а odstępach trгвletnich 
pod auspicjami OECD8. W ocenie гadań matematвcгnвch polscв ucгnioаie 
aаansoаali г 25. miejsca na Ğаiecie а 2000 r. na 13. miejsce а roku 2012,  
а cгвtaniu гe гroгumieniem а roku 2000 startoаali г 25. miejsca na Ğаiecie, 
abв а 2012 r. uгвskać miejsce 10. W naukach prгвrodnicгвch авniki popraаiłв 
się г 22. miejsca а 2000 r. na 9. а 2012 r. W tвm kontekĞcie interesujące jest 
гbadanie, jak prгebiega konаergencja osiągnięć edukacвjnвch na poгiomie lo-
kalnвm а Polsce — cгв postępв polskich ucгnióа obserаoаane а poróаna-
niach międгвnarodoавch roгkładają się róаnomiernie na posгcгególne regio-
nв? Cгв polskie gminв upodabniają się do siebie pod агględem prгeciętnвch 
авnikóа ucгnióа? 
 Miarą osiągnięć edukacвjnвch а gminach będгie mediana авniku cгęĞci 
matematвcгno-prгвrodnicгej egгaminu gimnaгjalnego а danej gminie а kolej-
nвch latach. Egгamin gimnaгjalnв авbrano do analiгв гe агględu na jego po-
аsгechnoĞć (гdają go аsгвscв ucгnioаie trгeciej klasв gimnaгjum) i poróаnв-
                      

7 W skrajnвm prгвpadku można sobie авobraгić analiгę dla prгejĞć rocгnвch, jednak procesв 
konаergencji analiгoаane są гавkle а ujęciu Ğrednio- i długookresoавm. 

8 Celem badania jest uгвskanie poróаnваalnвch danвch o umiejętnoĞciach ucгnióа, którгв 
ukońcгвli 15. rok żвcia а celu popraав jakoĞci naucгania i organiгacji sвstemóа edukacвjnвch 
а państаach cгłonkoаskich OECD. 
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аalnoĞć (jest авstandarвгoаanв, identвcгnв dla аsгвstkich ucгnióа, ocenianв 
prгeг гeаnętrгnвch egгaminatoróа). Jego cгęĞć matematвcгno-prгвrodnicгą 
авbrano гe агględu na jej interdвscвplinarnoĞć (obejmuje biologię, chemię, 
geografię, fiгвkę i matematвkę) oraг prгekrojoаoĞć авmagań — аerвfikuje 
„umiejętnoĞci posługiаania się informacjami, identвfikoаania praа, гjaаisk, 
procesóа i гależnoĞci. W jednвch prгedmiotach mocniej гаrócono uаagę na 
stosoаanie аiedгв а praktвce cгв roгаiąгваanie problemóа, а innвch — na 
гnajomoĞć metodвki badań bądź prгeproаadгanie doĞаiadcгeń”9. Wвstandarв-
гoаane i poróаnваalne na аsгвstkich poгiomach regionalnвch dane dotвcгące 
авnikóа egгaminóа gimnaгjalnвch dostępne są od roku 2002, а którвm egгa-
min ten гostał prгeproаadгonв po raг pierаsгв. Gromadгi je i udostępnia Cen-
tralna Komisja Egгaminacвjna. W momencie prгeproаadгania badania dostępne 
bвłв sгcгegółoаe dane do roku 2013. 
 Estвmację аarunkoаej funkcji gęstoĞci prгeproаadгono а dаóch аarian-
tach. W pierаsгвm analiгoаano гmianв аarunkoаego roгkładu osiągnięć edu-
kacвjnвch а kolejnвch okresach trгвletnich, odpoаiadającвch edвcjom badania 
PISA, а którвch ucгestnicгвli już ucгnioаie gimnaгjóа (2003, 2006, 2009 
i 2012)10. Jako roгkład pocгątkoав а estвmacji potraktoаano аięc аektor 
obejmującв łącгnie авniki egгaminóа а gminach а latach 2003, 2006 i 2009, 
a jako roгkład końcoав аektor гaаierającв kolejno авniki egгaminóа а gmi-
nach а latach 2006, 2009 i 2012. 
 Wвnik estвmacji jądroаej dla prгejĞć trгвletnich гnajduje się na авkr. 4. Na 
osi poгiomej prгedstaаiono pocгątkoав roгkład osiągnięć edukacвjnвch 
(а roku t–3), natomiast na osi pionoаej аarunkoаanв nim roгkład końcoав 
(а roku t). Obie osie mają гakres od 60% do 130%. Można гaobserаoаać, że 
аarunkoаa funkcja gęstoĞci układa się generalnie róаnolegle do osi poгiomej, 
co аskaгuje na авstępoаanie konаergencji osiągnięć edukacвjnвch а gminach 
а kolejnвch okresach trгвletnich. Roгkład а roku t jest авraźnie mniej гróżni-
coаanв niż а roku t–3. 
 Prгвkładoаo, dla gmin, które а roku t–3 osiągałв авniki egгaminóа gimna-
гjalnвch międгв 80% i 120%, а roku t najbardгiej praаdopodobnв гakres аar-
toĞci авnikóа mieĞci się międгв 90% i 110%. Obraг nie jest jednak а pełni 
optвmistвcгnв, gdвż авraźnie аidocгnв jest dodatkoав аierгchołek аarunko-
аej funkcji gęstoĞci а leавm dolnвm rogu авkresu, dla авnikóа egгaminóа 
międгв 60% i 70%. On róаnież гdaje się układać róаnolegle do osi poгiomej 
авkresu, co аskaгuje na авstępoаanie konаergencji а okresach trгвletnich 
а grupie gmin osiągającвch najsłabsгe, prгeciętne авniki egгaminu gimnaгjal-
nego а analiгoаanвm okresie. Prгeciętne авniki egгaminóа а tej grupie gmin 
popraаiają się — odpoаiadającв im аierгchołek авkresu lokuje się poавżej 
prгekątnej, co oгnacгa, że osiągnięcia edukacвjne ucгnióа tвch gmin bвłв авż-
                      

9 Tвralska-Wojtвcгa (2011), s. 497. 
10 Pominięto dostępne dane гa rok 2013, abв analiгoаać okresв róаnej długoĞci (trгвletnie) 

i jednocгeĞnie dopasoаać je do okresóа, а którвch авkonваane są badania PISA. 
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sгe а roku t niż t–3. Jednak авniki egгaminóа а tej grupie gmin poгostają 
авraźnie niżsгe niż а аięksгoĞci poгostałвch jednostek terвtorialnвch. Obser-
аoаanвm агorcem konаergencji dla osiągnięć edukacвjnвch а gminach jest 
аięc а tвm prгвpadku konаergencja klubóа, а której авróżniona гostała jako 
odrębnв klub grupa gmin notującвch najsłabsгe авniki cгęĞci matematвcгno- 
-prгвrodnicгej egгaminóа gimnaгjalnвch. 
 
 

 
 
 
 W drugim аariancie osгacoаano аarunkoаą funkcję gęstoĞci dla prгejĞcia 
beгpoĞredniego międгв latami 2003 i 2013, korгвstając г dostępnoĞci авnikóа 
egгaminóа gimnaгjalnвch а gminach гa rok 2013. Jako roгkład pocгątkoав 
авkorгвstano аektor obejmującв авniki egгaminóа а gminach а roku 2003, 
natomiast jako roгkład końcoав — аektor гaаierającв авniki egгaminóа  
а gminach а 2013 r. Wвnik estвmacji jądroаej dla prгejĞcia beгpoĞredniego 
гnajduje się na авkr. 5 (авkres konturoав). Na osi poгiomej prгedstaаiono 
pocгątkoав roгkład osiągnięć edukacвjnвch (2003 r.), na osi pionoаej гaĞ аa-
runkoаanв nim roгkład końcoав (а roku 2013). 
 Poróаnując lata 2003 i 2013 można гaobserаoаać авstępoаanie konаer-
gencji regionalnej osiągnięć edukacвjnвch dla аsгвstkich gmin, beг авodręb-
nienia klubóа. Warunkoаa funkcja gęstoĞci układa się róаnolegle do osi po-
гiomej. Roгkład а roku końcoавm jest авraźnie mniej гróżnicoаanв niż 

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.

Wykr. 4. WARUNKOWA FUNKCJI GĘSTOŚCI DLA KONWERGENCJI OSIĄGNIĘĆ
EDUKACYJNYCH (przejścia trzyletnie)
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а okresie pocгątkoавm. O ile а roku 2003 аsгвstkie аartoĞci г гakresu mię-
dгв 70% i 130% są авsoce praаdopodobne, o tвle а roku 2013 najbardгiej 
praаdopodobnв гakres аartoĞci авnikóа mieĞci się międгв 80% a 110%. War-
toĞci авnikóа spoгa tego prгedгiału są mniej praаdopodobne. 
 
 

 
 
 
Podsumowanie 
 
 Omóаione а artвkule гastosoаanie nieparametrвcгnej estвmacji jądroаej do 
badania konаergencji regionalnej stanoаi аażne uгupełnienie innвch metod 
analiгв tego гjaаiska. W poróаnaniu г metodami klasвcгnвmi, skupiającвmi 
się na analiгie jedвnie Ğredniego (repreгentatваnego) regionu (konаergencja 
tвpu beta) cгв też jednej miarв гmiennoĞci roгkładu (konаergencja tвpu sigma), 
estвmacja jądroаa poгаala ocenić dвnamikę pełnego roгkładu badanego гjaаi-
ska а cгasie, a także analiгoаać mobilnoĞć regionóа аeаnątrг roгkładu. Estв-
macja jądroаa jest sаego rodгaju uogólnieniem macierгв prгejĞcia. Poгаala 

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.

Wykr. 5. WARUNKOWA FUNKCJI GĘSTOŚCI DLA KONWERGENCJI OSIĄGNIĘĆ
EDUKACYJNYCH (przejście bezpośrednie)
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jednak uniknąć arbitralnego podгiału аartoĞci analiгoаanej гmiennej na kilka 
prгedгiałóа. RóаnocгeĞnie macierгe prгejĞcia poгаalają także analiгoаać dв-
namikę pełnego roгkładu i mobilnoĞć а jego ramach. Co аięcej, dają możliаoĞć 
łatаiejsгej interpretacji uгвskanвch osгacoаań а odniesieniu do аartoĞci praа-
dopodobieństаa prгejĞcia międгв posгcгególnвmi grupami. Dlatego авdaje się, 
że estвmacja jądroаa poаinna bвć stosoаana róаnolegle г innвmi metodami 
analiгв konаergencji, а tвm głóаnie г macierгami prгejĞcia, służąc jako narгę-
dгie uгupełniające poгаalające potаierdгić lub odrгucić аnioski г innвch me-
tod. 
 
dr Piotr Wójcik — Uniwersytet Warszawski 

 
LITERATURA 

 
Aleбandre, B.T. (2009). Introduction to Nonparametric Estimation. Springer-Verlag, Neа York. 
Barro, R., Sala-i-Martin, X. (1992). Convergence, Journal of Political Economy, No. 100. 
Botev, Z.I., Grotoаski, J.F., Kroese, D.P. (2010). Kernel densitв estimation via diffusion. Annals 

of Statistics, Vol. 38, No. 5. 
Chiu, S.T. (1996). A comparative Revieа of Bandаidth Selection for Kernel Densitв Estimation. 

Statistica Sinica, Vol. 6. 
Deceаicг, A. (2013). Modele Markoаa а analiгie dвnamiki гróżnicoаania regionalnego dochodu 

а krajach UE. Roczniki Kolegium Analiz Ekonomicznych, Vol. 30. 
Durlauf, S.N., Quah, D.T. (1999). The neа empirics of economic groаth. WŚ Handbook of macro-

economics, Elsevier Science, North-Holland, Amsterdam, Neа York and Oбford. 
Fingleton, B. (1997). Specification and testing of Markov chain modelsŚ An application to conver-

gence in the European Union. Oxford Bulleting of Economics and Statistics, No. 59. 
Heidenreich, N., Schindler, A., Sperlich, S. (2010). Bandwidth Selection Methods for Kernel Den-

sity Estimation — A Review of Performance. Pobrano г SSRNŚ httpŚ//ssrn.com/abstract= 
=1726428 lub httpŚ//dб.doi.org/10.2139/ssrn.1726428. 

Jeffreв, S.S. (1996). Smoothing Methods in Statistics. Springer-Verlag, Neа York. 
Jones, M.C., Marron, J.S., Sheather, S.J. (1996). A brief surveв of bandаidth selection for densitв 

estimation. Journal of the American Statistical Association, Vol. 91, No. 433. 
Kulcгвcki, P. (2007). Estвmatorв jądroаe а гagadnieniach badań sвstemoавch. WŚ P. Kulcгвcki, 

O. Hrвnieаicг, J. Kacprгвk (red.), Techniki informacyjne w badaniach systemowych (roгdгiał 4), 
WNT, Warsгaаa. 

Łaźnieаska, E., Górecki, T. (2012). Analiгa konаergencji podregionóа гa pomocą łańcuchóа 
Markoаa. WiadomoĞci Statystyczne, nr 5(612). 

Markoаska-Prгвbвła, U. (2010). Konаergencja regionalna а Polsce а latach 1997—2007. Go-

spodarka Narodowa, nr 11—12. 
Podgórska, M., ĝliаka, P., Topoleаski, M., Wrгosek, M. (2000). Łańcuchy Markowa w teorii 

i w zastosowaniach, Oficвna Wвdaаnicгa SGH, Warsгaаa. 
Ponгio, S., Di Gennaro, L. (2004). Groаth and Markov chainsŚ an application to Italian provinces. 

Research in Economics: Aims and Methodologies, Second PhD Conference in Economics,  
23—25 September, Universitп di Pavia, Italв. 

Quah, D. (1993). Galton’s fallacв and tests of the convergence hвpothesis. Scandinavian Journal 

of Economics, Vol. 95, No. 4. 



20 WiadomoĞci Statвstвcгne nr 10 (665), 2016 
 
Quah, D. (1996a). Regional convergence clusters across Europe. European Economic Review,  

Vol. 40, No. 3—5. 
Quah, D. (1996b). Tаin peaksŚ Groаth and convergence in models of distribution dвnamics. 

Economic Journal, Vol. 106. 
Sala-i-Martin, X. (1996). The Classical Approach to Convergence Analвsis. The Economic Jour-

nal, Vol. 106, No. 437. 
Silverman, B. (1986). Density Estimation for Statistics and Data Analysis (Monographs on Statis-

tics and Applied Probabilitв), LondonŚ Chapman and Hall. 
Soloа, R. (1956). A Contribution to the Theorв of the Economic Groаth. Quarterly Journal of the 

Economics, Vol. 70. 
Turlach, B.A. (1993). Bandwidth Selection in Kernel Density Estimation: A Review. CORE and 

Institut de Statistique. 
Tвralska-Wojtвcгa, E. (2011). Noаa formuła egгaminu gimnaгjalnego, cгвli аiele hałasu o tak 

nieаiele — na prгвkładгie prгedmiotóа prгвrodnicгвch. WŚ B. Niemierko, M.K. Sгmigel 
(red.), Ewaluacja w edukacji: koncepcje, metody, perspektywy: XVII Krajowa Konferencja Dia-

gnostyki Edukacyjnej, Grupa Tomami. 
Tвroаicг, J., Wójcik, P. (2010). Regional Dвnamics of Unemploвment. A Convergence Ap-

proach. WŚ F. Pastore, F.E. Caroleo (red.), The Labour Market Impact of the EU Enlargement. 

A New Regional Geography of Europe?, Springer-Verlag. 
Wałęga, A. (2014). SpójnoĞć ekonomicгna regionóа Polski prгed i po prгвstąpieniu do Unii 

Europejskiej. Studia Ekonomiczne, nr 203, Uniаersвtet Ekonomicгnв а Katoаicach. 
Wand, M.P., Jones, M.C. (1995). Kernel Smoothing, LondonŚ Chapman & Hall/CRC. 
Wolfgang, H., Marlene, M., Stefan, S., Aбel, W. (2004). Nonparametric and Semiparametric 

Models, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg. 
Wójcik, P. (2004). Konаergencja regionóа Polski а latach 1990—2001. Gospodarka Narodowa, 

nr 11—12. 
Wójcik, P. (2008). Dваergencja cгв konаergencjaŚ dвnamika roгаoju polskich regionóа. Studia 

Regionalne i Lokalne, nr 2(32). 
Wójcik, P. (2009). Wгorce konаergencji regionalnej а Polsce. WŚ Z.B. Liberda (red.), Konwer-

gencja gospodarcza Polski, PTE. 
Zambom, A.Z., Dias, R. (2012). A Review of Kernel Density Estimation with Applications to 

Econometrics. Pobrano гŚ httpŚ//arбir.org/pdf/1212.2812v1.pdf. 

 

 Summary. The aim of the article is to present a non-parametric kernel densi-

ty estimation method as a tool used for empirical verification of the regional 

convergence hypothesis, including convergence of clubs. It is explained how 

kernel density estimation complements other methods applied to verify the phe-

nomenon of convergence. The empirical part shows an application of the non- 

-parametric density estimation to the analysis of regional convergence of educa-

tional achievements of Polish pupils, measured by the average results of the 

mathematical and natural science part of the lower-secondary school leaving 

exams on the level of municipalities in years 2002—2013. The results of the 

analysis indicate the existence of regional convergence of exam results for 

Polish municipalities. In case of the analysis for three-yearly periods conver-

gence of clubs was observed — the municipalities with lowest exam results con-

stitute a separate club of convergence. 
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 Keywords: regional convergence, educational achievements, municipalities, 
kernel densitв estimation, conditional densitв, adaptive method. 
 
 Резюɦе. Цɟɥɶɸ ɫɬɚɬɶɢ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɟ ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɝɨ 
ɚɧɚɥɢɡɚ ɹɞɟɪɧɨɣ ɨɰɟɧɤɢ ɜ ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɢɧɫɬɪɭɦɟɧɬɚ ɞɥɹ ɷɦɩɢɪɢɱɟɫɤɨɣ ɩɪɨ-
ɜɟɪɤɢ ɝɢɩɨɬɟɡɵ ɨ ɪɟɝɢɨɧɚɥɶɧɨɣ ɤɨɧɜɟɪɝɟɧɰɢɢ, ɜ ɬɨɦ ɱɢɫɥɟ ɤɨɧɜɟɪɝɟɧɰɢɢ 
ɝɪɭɩɩ ɝɦɢɧ (ɤɥɭɛɨɜ). Ȼɵɥɨ ɨɛɫɭɠɞɟɧɨ, ɤɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ ɬɚɤɚɹ ɨɰɟɧɤɚ 
ɞɨɩɨɥɧɹɟɬ ɞɪɭɝɢɟ ɦɟɬɨɞɵ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɵɟ ɜ ɨɛɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹɯ ɹɜɥɟɧɢɹ ɤɨɧɜɟɪ-
ɝɟɧɰɢɢ. ȼ ɨɛɫɥɟɞɨɜɚɧɢɢ ɷɬɨɬ ɦɟɬɨɞ ɛɵɥ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧ ɞɥɹ ɚɧɚɥɢɡɚ 
ɤɨɧɜɟɪɝɟɧɰɢɢ ɭɪɨɜɧɹ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ ɭɱɟɧɢɤɨɜ ɜ ɉɨɥɶɲɟ ɜ 2002—2013 ɝɝ. 
Уɪɨɜɟɧɶ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ ɢɡɦɟɪɹɥɫɹ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɝɢɦɧɚɡɢɚɥɶɧɵɯ 
ɷɤɡɚɦɟɧɨɜ ɜ ɨɛɥɚɫɬɢ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɢ ɟɫɬɟɫɬɜɟɧɧɵɯ ɧɚɭɤ ɜ ɨɬɧɨɲɟɧɢɢ 
ɤ ɝɦɢɧɚɦ. Ɉɛɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɭɤɚɡɵɜɚɟɬ ɧɚ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɟ ɪɟɝɢɨɧɚɥɶɧɨɣ ɤɨɧ-
ɜɟɪɝɟɧɰɢɢ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɷɤɡɚɦɟɧɨɜ, ɝɞɟ ɜ ɫɥɭɱɚɟ ɚɧɚɥɢɡɚ ɬɪɟɯɥɟɬɧɢɯ 
ɩɟɪɢɨɞɨɜ ɛɵɥɨ ɭɫɬɚɧɨɜɥɟɧɨ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɟ ɤɨɧɜɟɪɝɟɧɰɢɢ ɤɥɭɛɨɜ, ɜ ɤɨɬɨ-
ɪɨɣ ɝɦɢɧɵ ɫ ɫɚɦɵɦɢ ɫɥɚɛɵɦɢ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦɢ ɷɤɡɚɦɟɧɨɜ ɫɨɫɬɚɜɥɹɸɬ 

ɨɬɞɟɥɶɧɵɣ ɤɥɭɛ.  
 Кɥючевые сɥова: ɪɟɝɢɨɧɚɥɶɧɚя ɤɨɧɜɟɪɝɟɧцɢя, ɭɪɨɜɟɧɶ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢя, 
ɝɦɢɧɵ, яɞɟɪɧɚя ɨцɟɧɤɚ, ɮɭɧɤцɢя ɭɫɥɨɜɧɨɣ ɩɥɨɬɧɨɫɬɢ, ɚɞɚɩɬɢɜɧɵɣ ɦɟɬɨɞ. 
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