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1. Wprowadzenie

Jednym z kluczowych zagadnie
watng (zob. [Debreu 1959]) jest wy:

z

mii Debreu z wtasnoScia pry-
6w réwnowagi w tym modelu.
Po wyznaczeniu wektoréw cen, prz tepuje stan rGwnowagi, pojawia
si¢ kolejne, naturalne pytanie: w prz tnienia kilku r6znych (co do kie-
runku) wektoréw cen rownowagi, ktory z nich jest tym ., pszym”, najbardziej
atrakcyjnym dla konsumentow — Qiascwleh catej ekonomii?

Zagadnienie to bylo juz przedmiotem zainteresowania ekonomistow. Koniecz-
no$¢ poréwnania standw roéwn agl w.ekonomu Debreu pOJawﬂa si¢ przy defi-

niowaniu problemu 1stnlen1 ;[1 nﬁ [Malawsk1 1999)).
Poréwnywanie stanow réwno @ Inych preferencjach
poszczegolnych konsumentow i Zdeflnlowano tzw. relacje preferencji spotecznych:
Relacjata jednak nie jest a stany rownowagi, ktore moze
osiggnac ekonomia, da ‘1 at m utrudnieniem przy porow-
nywaniu stanow réwno jest fakt, ze wektor cen rownowagi w modelu Debreu

ma wilasnos$¢ jednorodnosci, tzn. kazdy wektor proporcjonalny do wektora cen,
z dodatnig statg proporcjonalnosci, jest wektorem cen réwnowagi:

Zaproponowane W niniejszym opracowaniu kryteridm poréwnywania stanéw
réwnowagi opiera si¢ na dwoch zatozeniach. Po pierwsze,przy ustalonym sposo-
bie liczenia odlegtosci w przestrzeni towaréw-i cen rozwazamy tylko wektory cen
réwnowagi o normie 1. Po drugie, opieramy si¢ na przekonaniu, Ze konsumenci
przedkladajg towary tafisze nad drozsze. To przekonanie pozwala na zdefiniowa-
nie stabej relacji preferencji rownowagi (definicja 6), umozliwiajacej poréwnanie
kazdych dwdch stanéw réwnowagi i w niektérych sytuacjach wyznaczenie ele-
mentu najbardziej preferowanego przez konsumentow.
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2. Ekonomia Debreu z wlasnosciq prywatng

Niech [,m,n €{1,2,...}. W przestrzeni towaréw i cen R’ dziatajg dwie grupy
podmiotéw gospodarczych: konsumenci (utozsamiani ze zbiorem / = {1, ..., m})
oraz producenci (utozsamiani ze zbiorem J = {1, ..., n}), realizujgcy swoje plany
dziafania. Celem producentéw jest maksymalizacja zyskéw, natomiast celem kon-
sumentéw — maksymalizacja uzytecznosci na zbiorach ograniczen budzetowych.

Niech i € I, j € J. Dziatalnos¢ j-tego producenta opisuje zbior ¥/ C ! utwo-
rzony z planéw produkcji mozliwych do realizacji przez j-tego producenta, ze
wzgledu na dostepne technologie. Zbioér ten nazywamy zbiorem produkcji (Iub
zbiorem dostgpnych nta. Podobnie, zbiér planéw kon-
sumpcji, ktore cheiat orzy zbiér X! C R!nazy-
wany zbiorem konsu sumpcji réznig si¢ mig-
dzy soba, z uwagi na nsumenta.

Sume algebraicz

pcji i-tego
rukture psychofizyczng kazdego

(€8]
nazywamy zbiorem produkcji ca

X & 2

— zbiorem konsumpcji calkowitﬁj.

Definicja 1 (zob. [Malawski 2001]). Dwuzakresowy system relacyjny:

lelifejisl

—y:J3j — ¥/ c R - korespondencja zbioréw produkcii,
— p.€ R —dany wektor eny, dla ktérego zbidr planéw produkcji maksymalizu-

jacych zysk kazdego ! @ W @ya

VieJ v FeYipeyl'=max{poy/ yl€Yi}}#J,

-n:J3j5 Ay (p) C R - korespondencja podazy, ktéra kazdemu producentowi
przypisuje zbiér planéw produkeji v/ (p) maksymalizujacych zysk przy danym
wektorze cen p,

—-m:J3j— pey’ €N - funkcja zyskumaksymalnego,
nazywamy systemem produkcji.

Niech
- = C R x R bedzie rodzing wszystkich relacji preferencji w zbiorze R/,
—x: 131 — X' c R bedzie korespondencjg zbioréw konsumpcji,
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—e: 13— o' € R bedzie odwzorowaniem zasobu poczatkowego, ktére i-temu
konsumentowi przyporzadkowuje jego zaséb poczatkowy o’ € X/,

— g C I x (R x R bedzie korespondencjg, ktéra kazdemu konsumentowi przy-
pisuje relacj¢ preferencji ze zbioru E zawezong do zbioru konsumpcji x (i),

- p € R to dany wektor cen.,

Definicja 2 (zob. [Malawski 2001]). Jezeli dla ustalonego p € R oraz dla kaz-
dego i € I zbiory:

)={xe x(t) DS D e(i)}
(i) : 1

sa niepuste, wowczas:
- Bl xR xR
i-temu konsumentowi
(@) € x(i) przy danym
— @ C I x (N nazy
przyporzadkowuje zbi
ferencje na zbiorze ogr
— trzyzakresowy system relacyjn
temem konsumpcji.

0 zbiér ograniczefi budzetowych
oczatkowym e(i),

tu, ktora i-temu konsumentowi
maksymalizujacych jego pre-

. % €, €, D, B, ©) nazywamy sys-

Zat6zmy dalej, ze: A
— dana jest funkcja 0: I x J — [0, 1] mierzaca udziaty konsumentéw w zyskach
producentéw (0(i, j) oznacza ud21a1 i- tego konsumenta w zyskach j-tego produ-

centa) spetniajaca warunek: | t e a
VJ €J ;
— =0 +n.. + 0" +'Wﬂ}asob ekonomii, ktéry jest wia-
snoscig konsumentow

— dana jest korespondencja zbioréw budzetowych y: 3 i — y(i) € X', ktéra i-temu
konsumentowi przyporzadkowuje jego zbidr ograniczein budzetowych postaci:

Y()) = {x € %) plox £ p° € + X 0(i. j)-7( )}
j=1
przy danym wektorze cen p, zasobie poczqtkowym e(i) i udziatach 0(i, j).

Wowczas:

Definicja 3 (zob. [Malawski 2001]). Ekonomig Debreu z wiasnoScig prywatng
Ep nazywamy system relacyjny:
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Ep= (P’ K7 6, w, Y)‘

Omowimy teraz zasadg dziatania ekonomii E, Debreu z wtasnoScig prywatng.
Niech p € R bedzie danym wektorem cen. Jezeli

VieJn' (p)= 2,

to kazdy j-ty producent podejmuje decyzje o wyborze takiego planu produkcji y* € ¥,
ktéry zapewnia mu zysk maksymalny. Wektor

Y=y 4y 3)

nazywamy wektorem produkcji ca Iny kazdego producenta
jest dzielony pomiedzy wszystkich 7 konsumentow. 0$¢ majatku w' kazdego
i-tego konsumenta wyznaczamy z réwnania:

) () “

wi=po

Konsument i-ty dazy do maksy
niczen budzetowych:
(@) ={

x < wi}. l
Jezeli A

Yielyi)+J

oraz x'" €y(i) jest planem kOnsumptj symalizujgc zyteczno$¢ i-tego kon-
sumenta na zbiorze ograni a®| Zget )lt ;

] uzytecznoSci na zbiorze ogra-

=l 5
,x X 4.4 x (5)
jest wektorem konsm@i’%@w n a
Jesli
'X*_ y*: w, R (6)

to oznaczamy p przez p* 1 przyjmujemy nastepujaca definicje:
Definicja 4 (zob. [Malawski 2001]). Cigg punktow:

(xl*,...,xm*,yl*,...,y”*,p*)E(?Rl (7

w przestrzeni towaréw ! nazywamy stanem ogélnej réwnowagi konkurencyjnej
Walrasa w ekonomii z wlasnoScig prywatng E, jesli:

)m+n+1
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Vi € I X" jest elementem maksymalnym ze wzgledu na relacje preferencji na
zbiorze ograniczen budzetowych y(i),

Vj € J: y" jest planem produkcji maksymalizujagcym zysk j-tego producenta na
jego zbiorze produkcji ¥,

X' —y'=w.

Woéwezas wektor cen p = p* nazywamy wektorem cen w réwnowadze w eko-
nomii E

3. Ekonomia Debreuv z dobrami komplementarnymi

Niech
Ep= (P,K,0,m,Y),

z wlasno$
azanych
e takiego z
strzeni we
ii, tzn.

bedzie ekonomig Debr
przynajmniej dwa z ro
[Varian 2002]). Przyje
nienie wtasciwej podpr.
konsumpciji z tej ekono

(zob. definicje 3). Zatézmy, ze
dobr sa komplementarne (zob.
[Lipieta 2006b]) implikuje ist-

! zawierajacej wszystkie zbiory
VielLXcV.

n
A

Ani zbiory produkcji indywidualnej, ani wektor cen rownowagi nie muszg by¢ ele-
mentami podprzestrzeni wektorowej V. Przyjmijmy jednak, ze producenci dosto-

sowali profil swojej produkcji*d ow konsume ow zob. [Lipieta 2006b]),
modyfikujac swoja produkq %@1 ie¢ na zapotrzebo-
wanie konsumentow. Zatem bior dukcji indywidual-

nej ekonomii E, sq podzblor i podprzestrzem wektorowej V, tzn.

g WAV
Ekonomie £ Debreu, t

orej zachodza warunki (8) i (9), nazywac bedziemy
ekonomig z dobram1 komplementarnymi i oznaczaé przez E V).
Zat6zmy, ze w ekonomii E (V) z dobrami komplementarnymi istnieje stan
rownowagi:

(_xl*’.__,xm*,yl*,‘“’yn*,p*)E(ml )m+n+1

(zob. definicj¢ 4). Wowczas:

Uwaga 1 (zob. [Lipieta 2006a]). Jezeli wektor p:} €V jest rzutem ortogonal-
nym wektora cen rownowagi p* na podprzestrzen V, to:
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YWeV:ip,ev=pov. (10)
Woéwczas ciag:
)m+n+1

(xl*,...,xm*,yl*,...,y”*,p;)E(ERI

jest rowniez stanem réwnowagi (zob. definicje 4) w ekonomii EP(V) z dobrami
komplementarnymi.

4. Poréwnywanie stanéw réwnowagi w ekonomii Debreu

Ustalmy norme¢ W przestrzeni ie ekonomig Debreu z wia-
snoscig prywatng (zob. definicje¢ e réwnowagi (zob. defi-

(1)

*
(<8

spetniajacych z ceng p = p* waru

Ly, p*) jest stanem réwnowagi
onsumpcji indywidualnej (zbioru
any konsujnt) wynika, ze:

A pex=0,

Zauwazmy, ze jezeli ciag (x
w ekonomii Debreu, to z defini
koszykéw towaréw, Ktére cheiatby

gdzie wektor x” jest wyznaczony z warunku (5).

Analizujac zasade dmal&rla eklnbmn E zauwaz my, ze ciag punktow:
J t (12)

pab

jest dla kazdego > 0 16 ane owagi. Przyjmijmy zatem zatozenie, ze
mowige o wektorze cen 16 Wﬁéysh wektor cen réwnowagi o nor-
mie réwnej 1. W tej sytuacji przy]mljmy nastgpujaca definicje:

Definicja 5. Stanem réwnowagi w ekonomii £, Debreu z wasnoscig prywatng
nazwiemy ciag:

r=(x1*,...,xm*,y1*,...,y ) (Sfil)mn+1 (13)

w ktérym:
— wektor cen p* € R jest elementem sfery jednostkowe;j,
— wektor konsumpcji catkowitej x* € R (zob. (5)) oraz wektor produkcji cat-
kowitej y* € R (zob. (3)) tworzg z p* stan réwnowagi w sensie definicji 4,
—pex'=0.
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Zbior tak zdefiniowanych stanéw réwnowagi bedziemy oznaczaé przez R.
Niech r, r € R. Oznaczmy

1* m* 1% m* 1%

r=(x e XY ,...,y"*,p*),r=(x1*,...,x ,y ,...,y”*,p*)' (14)

Uwaga 2. Stany réwnowagi r i r sg rowne (identyczne) wtedy i tylko wtedy,
gdy wektory r i r sg réwne.

Przypomnijmy, ze jesli:
Vielx" = x", (15)

gdzie =. € € jest relacj j (zob. definicj¢ 2) i-tego kon-
sumenta, to woéwczas (z pcji catkowitej x” jest
co najwyzej tak prefero j ji catkowitej x. Jezeli

poréwnaé wzgledem relacji ji ch.

Do poréwnywania nomii Debreu wprowadzimy
inne kryterium, opart pcji catkowitej. Kryterium to
nazwiemy ekonomiczn

Niech r,» € R beda

Definicja 6. Stan réwnowagi r jest co najwyzej tak prefAvvany (ekonomiczne)
jak stan r wtedy i tylko wtedy, gdyh/ektor konsumpcji cat ej x nie jest drozszy
przy cenie p* niz wektor konsumpcji ca1k0w1teJ x' przy cenie p , co zapisujemy:

r < *o x < (16)
Uwaga 3. Relacja (16) okr @v agi R jest zwrotna,

przechodnia i spdjna. Jest wiec relacja preferencp okresSlong w zbiorze stanéw réw-

nowagi ekonomii E z Wlasn Sci rywat
lsll)\av zbiorze stanéw rownowagi R

Definicja 7 Relaqc;%
ekonomii E Debreu z wtasnoScia prywatnac nazwiemy relacja stabej preferencji
réwnowagi.

Analogicznie wprowadzimy definicje silnej relacji preferencji rownowagi oraz
relacji obojetnoSci w zbiorze R/ stanéw rownowagi ekonomii E.
Niech r, r € R (zob. (14)). Wowczas:

Definicja 8. Stan rownowagi r jest mniej preferowany niz stan r Wtedy i tylko
wtedy, gdy wektor konsump(:]l calkowuej x" jest tafiszy przy cenie p* niz wektor
konsumpcji catkowitej x* przy cenie p',co zapisujemy:

* * *® *
r<r<opex <peocx.
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Definicja 9. Dwa stany réwnowagi r i r sg obojgtne wtedy i tylko wtedy, gdy
warto$¢ wektora konsumpcji calkowne] x" przy cenle p" jest taka sama jak warto§¢é
wektora konsumpcji catkowitej x~ przy cenie p’,tzn.

* * & *
r~r©p °X =pe°ex.

Uwaga 4. Analogicznie jak relacja preferencji indywidualnych, relacja pre-
ferencji rownowagi jest relacjg réwnowaznoS$ci w zbiorze R stanéw réwnowagi
ekonomii Ep.

Rozwazymy tera
tylko wektorem cen.

ytuacje, w ej stany rownowagi postaci (14) r6znig si¢

Twierdzenie 1. N
w-ekonomii EP. Niec

dzie stanem réwnowagi

DN ,...,y”*,p*)eR}.

" . * ®\ . o 9.9
Woéwczas w zbiorze S (xl - ) istnieje element minimalny.

ma przynajmniej dwa

elementy. Zauwazmy, ze jeSli zbiér S(x1 *) nie jest skoficzony,
to jest ciggowo domknietym podzbiorem sfery jednostkowej w przestrzeni . Jest

zatem jej podzbiorem domkniety lin ,£0 z kolei imp [F%Je jego zwartoS¢. FunkCJa
@1

ciggla na zbiorze zwarty IN@( @ 8leje wektor cen p €
ES( ..., a7 e3
fI"OWSha K7

Niech E (V) bedzi onomlq Debreu z dobram1 komplementarnymi bedaca
w stanie rownowagi, Niech r = ™ Y Y P ) € R (zob. (14)) oznacza

stan réwnowagi w tej ekonomn. Jezeli cena réwnowagi p” nie jest elementem pod-
przestrzeni V, to z uwagi 1 wynika, ze w modelu tym istnieja przynajmniej dwa
rézne stany réwnowagi.

Niech:

Vi={zeR:WweVpv=0}.
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W tej sytuacji zachodzi nastgpujacy lemat:
Lemat 1.Jezeli p* € V,to p‘*, =0 oraz stany réwnowagi r = (xl* X YYD )

m* _1*

orazr = (xl* e XY ey y"* s p‘*,) s obojetne wzgledem stabej relacji preferencji
rownowagi.

Dowod wynika z wlasnoSci rzutu ortogonalnego oraz definicji 1-4.

Zat6zmy teraz, ze p* & V oraz p* & V. W tej sytuacji p, # 0. Niech

a7

Wowecezas stan rownowagi r = (x

Lemat 2. Jezeli norma ustalona w i R jest zadana przez iloczyn ska-

larny, to:

)

w sensie stabej relacji preferencji 16

Dowdd. Skoro norma ustalona w przestrzeni ' jest zﬂi
larny, to norma rzutu ortogonalnego jest réwna jeden. W

|pvl=t.
iblioteka

pyox= = o
co konezy dowdd. g & (/\/

Uwaga 5. JeSli p* & V oraz p* & V7, to z punktu widzenia proces6w. optyma-
lizacyjnych (przy wyznaczaniu stanéw réwnowagi) wygodniej jest uzywaé wek-
tora cen réwnowagi p, (zob. (17)) z podprzestrzeni V niz wektora p*. Natomiast
z punktu widzenia stabej relacji/ preferencji rownowagi-stan rownowagi, ktory
wyznacza wektor cen py, nie jest stanem lepszym niz stan réwnowagi wyzna-
czony przez wektor p* nienalezacy do podprzestrzeni V.

przez iloczyn ska-
razie
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5. Podsumowanie

Przedstawiony w opracowaniu sposob wartosciowania stanéw réwnowagi jest
odmienny od tradycyjnego, opartego na kryterium relacji preferencji spotecznych.
Jego zaletg jest mozliwo$¢ poréwnania kazdych dwéch stanéw réwnowagi. Moze
by¢ z powodzeniem stosowany np. w przypadku, gdy stajemy przed koniecz-
no$cig wyboru miedzy dwoma stanami rownowagi, nieporéwnywalnymi wzgle-
dem relacji preferencji spotecznych, albo wéwczas, gdy dwa stany réwnowagi r6z-
nig si¢ tylko jednostkowym (o normie jeden) wektorem cen rownowagi. Natomiast
gdy konsumenci stajg przed koniecznoScia wyboru miedzy dwoma stanami réw-
nowagi, poréwnywa : preferencji spotecznych i stabej
relacji preferencji r6 ¢ o wyborze kryterium.
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Let E be the Debre

iQ:ftqﬁ ri an Debreu Economy

. ners (see [Debreu 1959]). Assume, that

there exist at least two @ Wﬁ in that economy. The criterion for
brium-fro ono dlfferent from the total preference

comparing states of equ

relation (see/[Malawski“1999]) is elaborated. This criterion is formulated on the strength
of the value of the equilibrium consumption plan.

komplementarnymi, ,,Przeglad Sta-

omii matematyeznej, Wydawnictwo AE

An Analysis of Quulity




