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1. Wprowadzenie

Jednym z kluczowych zagadnień analizy ekonomii Debreu z własnością pry-
watną (zob. [Debreu 1959]) jest wyznaczenie stanów równowagi w tym modelu. 
Po wyznaczeniu wektorów cen, przy których występuje stan równowagi, pojawia 
się kolejne, naturalne pytanie: w przypadku istnienia kilku różnych (co do kie-
runku) wektorów cen równowagi, który z nich jest tym „najlepszym”, najbardziej 
atrakcyjnym dla konsumentów – właścicieli całej ekonomii?

Zagadnienie to było już przedmiotem zainteresowania ekonomistów. Koniecz-
ność porównania stanów równowagi w ekonomii Debreu pojawiła się przy defi-
niowaniu problemu istnienia optimum ekonomii (zob. np. [Malawski 1999]). 
Porównywanie stanów równowagi zostało oparte na indywidualnych preferencjach 
poszczególnych konsumentów i zdefiniowano tzw. relację preferencji społecznych. 
Relacja ta jednak nie jest spójna, tzn. nie każde dwa stany równowagi, które może 
osiągnąć ekonomia, da się porównać. Dodatkowym utrudnieniem przy porów-
nywaniu stanów równowagi jest fakt, że wektor cen równowagi w modelu Debreu 
ma własność jednorodności, tzn. każdy wektor proporcjonalny do wektora cen, 
z dodatnią stałą proporcjonalności, jest wektorem cen równowagi.  

Zaproponowane w niniejszym opracowaniu kryterium porównywania stanów 
równowagi opiera się na dwóch założeniach. Po pierwsze, przy ustalonym sposo-
bie liczenia odległości w przestrzeni towarów i cen rozważamy tylko wektory cen 
równowagi o normie 1. Po drugie, opieramy się na przekonaniu, że konsumenci 
przedkładają towary tańsze nad droższe. To przekonanie pozwala na zdefiniowa-
nie słabej relacji preferencji równowagi (definicja 6), umożliwiającej porównanie 
każdych dwóch stanów równowagi i w niektórych sytuacjach wyznaczenie ele-
mentu najbardziej preferowanego przez konsumentów.
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2. Ekonomia Debreu z własnością prywatną

Niech l, m, n  ∈ {1, 2, …}. W przestrzeni towarów i cen ℜl działają dwie grupy 
podmiotów gospodarczych: konsumenci (utożsamiani ze zbiorem I = {1, …, m}) 
oraz producenci (utożsamiani ze zbiorem J = {1, …, n}), realizujący swoje plany 
działania. Celem producentów jest maksymalizacja zysków, natomiast celem kon-
sumentów – maksymalizacja użyteczności na zbiorach ograniczeń budżetowych. 

Niech i ∈ I, j ∈ J. Działalność j-tego producenta opisuje zbiór Yj ⊂ ℜl utwo-
rzony z planów produkcji możliwych do realizacji przez j-tego producenta, ze 
względu na dostępne technologie. Zbiór ten nazywamy zbiorem produkcji (lub 
zbiorem dostępnych technologii) j-tego producenta. Podobnie, zbiór planów kon-
sumpcji, które chciałby posiadać każdy i-ty konsument, tworzy zbiór Xi ⊂ ℜl nazy-
wany zbiorem konsumpcji i-tego konsumenta. Zbiory konsumpcji różnią się mię-
dzy sobą, z uwagi na strukturę psychofizyczną każdego konsumenta.

Sumę algebraiczną:

	 Y = Y1 + … + Yn 	 (1)

nazywamy zbiorem produkcji całkowitej, a sumę:

	 X = X1 + … + X m	 (2)

– zbiorem konsumpcji całkowitej.

Definicja 1 (zob. [Malawski 2001]). Dwuzakresowy system relacyjny:

P = (J, ℜl; y, p, η, π),

gdzie:
– y: J ∍ j → Yj ⊂ ℜl – korespondencja zbiorów produkcji,
– p ∈ ℜl – dany wektor cen, dla którego zbiór planów produkcji maksymalizu-

jących zysk każdego producenta jest niepusty, tzn.

∀j ∈ J: ηj (p) := {y j* ∈ Y j: p ◦ y j*= max{p ◦ y j: y j ∈ Y j}} ≠ ∅,

– η: J ∍ j → ηj (p) ⊂ ℜl – korespondencja podaży, która każdemu producentowi 
przypisuje zbiór planów produkcji ηj (p) maksymalizujących zysk przy danym 
wektorze cen p, 

– π: J ∍ j → p ◦ yj* ∈ ℜ – funkcja zysku maksymalnego, 
nazywamy systemem produkcji.

Niech
– Ξ ⊂ ℜl × ℜl będzie rodziną wszystkich relacji preferencji w zbiorze ℜl,
– χ: I ∍ i → Xi ⊂ ℜl będzie korespondencją zbiorów konsumpcji, 
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– e: I ∍ i → ωi ∈ ℜl będzie odwzorowaniem zasobu początkowego, które i-temu 
konsumentowi przyporządkowuje jego zasób początkowy ωi ∈ Xi,

– e ⊂ I × (ℜl × ℜl) będzie korespondencją, która każdemu konsumentowi przy-
pisuje relację preferencji ze zbioru Ξ zawężoną do zbioru konsumpcji χ(i),

– p ∈ ℜl to dany wektor cen.

Definicja 2 (zob. [Malawski 2001]). Jeżeli dla ustalonego p ∈ ℜl oraz dla każ-
dego i ∈ I zbiory:

β(i) = {x ∈ χ(i): p ◦ x ≤ p ◦ e(i)}
ϕ(i) := {xi* ∈ β(i): ∀xi ∈ β(i): xi ¥i x

i*, ¥i ∈ Ξ}

są niepuste, wówczas:
– β ⊂ I × (ℜl × ℜl) nazywamy korespondencją zbiorów budżetowych, która 

i-temu konsumentowi przyporządkowuje jego zbiór ograniczeń budżetowych 
β(i) ⊂ χ(i) przy danym wektorze cen p i zasobie początkowym e(i),

– ϕ ⊂ I × (ℜl) nazywamy korespondencją popytu, która i-temu konsumentowi 
przyporządkowuje zbiór planów konsumpcji ϕ(i) maksymalizujących jego pre-
ferencje na zbiorze ograniczeń budżetowych β(i),

– trzyzakresowy system relacyjny K = (I, ℜl, Ξ, χ, e, e, p, β, ϕ) nazywamy sys-
temem konsumpcji.

Załóżmy dalej, że:
– dana jest funkcja θ: I × J → [0, 1] mierząca udziały konsumentów w zyskach 

producentów (θ(i, j) oznacza udział i-tego konsumenta w zyskach j-tego produ-
centa) spełniająca warunek:

∀j ∈ j θ i j
i

m
, ,( ) =

=
�

1
1

– ω = ω1 + … + ωm ∈ X oznacza całkowity zasób ekonomii, który jest wła-
snością konsumentów,

– dana jest korespondencja zbiorów budżetowych γ: I ∍ i → γ(i) ⊂ Xi, która i-temu 
konsumentowi przyporządkowuje jego zbiór ograniczeń budżetowych postaci:

γ(i) = {x ∈ χ(i): p ◦ x ≤ p ◦ e(i) + θ πi j j
j

n
,( ) ⋅ ( )

=
�
1

},

przy danym wektorze cen p, zasobie początkowym e(i) i udziałach θ(i, j).

Wówczas:

Definicja 3 (zob. [Malawski 2001]). Ekonomią Debreu z własnością prywatną 
Ep nazywamy system relacyjny:
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Ep= (P, K, θ, ω, γ).

Omówimy teraz zasadę działania ekonomii Ep Debreu z własnością prywatną. 
Niech p ∈ ℜl będzie danym wektorem cen. Jeżeli

∀ ∈ ( ) ≠ ∅j J pj: ,η

to każdy j-ty producent podejmuje decyzję o wyborze takiego planu produkcji y  j* ∈ Y j, 
który zapewnia mu zysk maksymalny. Wektor

	 y* := y1*+…+ y n*	 (3)

nazywamy wektorem produkcji całkowitej. Zysk maksymalny każdego producenta 
jest dzielony pomiędzy wszystkich m konsumentów. Wartość majątku wi każdego 
i-tego konsumenta wyznaczamy z równania:

	 wi = p ◦ e(i) + θ i j j
j

n
, .( ) ⋅ ( )

=
� π

1
	 (4)

Konsument i-ty dąży do maksymalizacji swojej użyteczności na zbiorze ogra-
niczeń budżetowych:

γ(i) = {xi ∈ Xi: p ◦ xi ≤ wi}.

Jeżeli

∀i ∈ I: γ(i) ≠ ∅

oraz xi* ∈ γ(i) jest planem konsumpcji maksymalizującym użyteczność i-tego kon-
sumenta na zbiorze ograniczeń budżetowych, wówczas:

	 x* := x1*+…+ xm*	 (5)

jest wektorem konsumpcji całkowitej.

Jeśli

	 x*– y*= ω,	 (6)

to oznaczamy p przez p* i przyjmujemy następującą definicję:

Definicja 4 (zob. [Malawski 2001]). Ciąg punktów:

	 x x y y pm n l m n1 1 1* * * * *,..., , , ..., ,( )∈ ℜ( ) + +
	 (7)

w przestrzeni towarów ℜl nazywamy stanem ogólnej równowagi konkurencyjnej 
Walrasa w ekonomii z własnością prywatną Ep, jeśli:
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∀i ∈ I: xi* jest elementem maksymalnym ze względu na relację preferencji na 
zbiorze ograniczeń budżetowych γ(i),

∀j ∈ J: yj* jest planem produkcji maksymalizującym zysk j-tego producenta na 
jego zbiorze produkcji Yj ,

x* – y*= ω.

Wówczas wektor cen p = p* nazywamy wektorem cen w równowadze w eko-
nomii Ep.

3. Ekonomia Debreu z dobrami komplementarnymi

Niech 

Ep= (P, K, θ, ω, γ),

będzie ekonomią Debreu z własnością prywatną (zob. definicję 3). Załóżmy, że 
przynajmniej dwa z rozważanych w ekonomii Ep dóbr są komplementarne (zob. 
[Varian 2002]). Przyjęcie takiego założenia (zob. [Lipieta 2006b]) implikuje ist-
nienie właściwej podprzestrzeni wektorowej V ⊂ ℜl zawierającej wszystkie zbiory 
konsumpcji z tej ekonomii, tzn.

	 ∀i ∈ I: Xi ⊂ V.	 (8)

Ani zbiory produkcji indywidualnej, ani wektor cen równowagi nie muszą być ele-
mentami podprzestrzeni wektorowej V. Przyjmijmy jednak, że producenci dosto-
sowali profil swojej produkcji do wymogów konsumentów (zob. [Lipieta 2006b]), 
modyfikując swoją produkcję tak, aby jak najlepiej odpowiedzieć na zapotrzebo-
wanie konsumentów. Zatem zakładamy, że również zbiory produkcji indywidual-
nej ekonomii Ep są podzbiorami podprzestrzeni wektorowej V, tzn.

	 ∀j ∈ J: Yj ⊂ V.	 (9)

Ekonomię Ep Debreu, w której zachodzą warunki (8) i (9), nazywać będziemy 
ekonomią z dobrami komplementarnymi i oznaczać przez Ep(V). 

Załóżmy, że w ekonomii Ep(V) z dobrami komplementarnymi istnieje stan 
równowagi:

x x y y pm n l m n1 1 1* * * * *,..., , , ..., ,( )∈ ℜ( ) + +

(zob. definicję 4). Wówczas:

Uwaga 1 (zob. [Lipieta 2006a]).  Jeżeli wektor p VV
* ∈  jest rzutem ortogonal-

nym wektora cen równowagi p* na podprzestrzeń V, to:
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	 ∀v ∈ V: pV* ◦ v = p* ◦ v.	 (10)
Wówczas ciąg:

x x y y pm n
V

l m n1 1 1* * * * *,..., , , ..., ,( )∈ ℜ( ) + +

jest również stanem równowagi (zob. definicję 4) w ekonomii Ep(V) z dobrami 
komplementarnymi.

4. Porównywanie stanów równowagi w ekonomii Debreu 

Ustalmy normę w przestrzeni ℜl. Niech Ep będzie ekonomią Debreu z wła-
snością prywatną (zob. definicję 3) znajdującą się w stanie równowagi (zob. defi-
nicję 4). Istnieje zatem ciąg punktów postaci (7):

	 x x y y pm n1 1* * * * *,..., , , ..., ,( )	 (11)

spełniających z ceną p = p* warunek (6). 
Zauważmy, że jeżeli ciąg x x y y pm n1 1* * * * *,..., , , ..., ,( ) jest stanem równowagi 

w ekonomii Debreu, to z definicji zbiorów konsumpcji indywidualnej (zbioru 
koszyków towarów, które chciałby posiadać dany konsument) wynika, że:

p* ◦ x* ≥ 0,

gdzie wektor x* jest wyznaczony z warunku (5).
Analizując zasadę działania ekonomii Ep zauważymy, że ciąg punktów:

	 x x y y t pm n1 1* * * * *,..., , , ..., , ⋅( )	 (12)

jest dla każdego t > 0 również stanem równowagi. Przyjmijmy zatem założenie, że 
mówiąc o wektorze cen równowagi, mamy na myśli wektor cen równowagi o nor-
mie równej 1. W tej sytuacji przyjmijmy następującą definicję:

Definicja 5. Stanem równowagi w ekonomii Ep Debreu z własnością prywatną 
nazwiemy ciąg:

	 r x x y y pm n l m n
= ( )∈ ℜ( ) + +1 1 1* * * * *,..., , , ..., , ,	 (13)

w którym:
– wektor cen p* ∈ ℜl jest elementem sfery jednostkowej, 
– wektor konsumpcji całkowitej x* ∈ ℜl (zob. (5)) oraz wektor produkcji cał-

kowitej y* ∈ ℜl (zob. (3)) tworzą z p* stan równowagi w sensie definicji 4,
– p* ◦ x* ≥ 0.
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Zbiór tak zdefiniowanych stanów równowagi będziemy oznaczać przez R. 
Niech r, r ∈ R. Oznaczmy

	 r x x y y p r xm n= ( ) =1 1 1* * * * * *,..., , , ..., , , , ..  .., , , ..., ,* * * *x y y pm n1( ).	 (14)

Uwaga 2. Stany równowagi r i r są równe (identyczne) wtedy i tylko wtedy, 
gdy wektory r i r są równe. 

Przypomnijmy, że jeśli:
	 ∀i ∈ I: xi* ¥i x

i*,	 (15)

gdzie ¥i ∈ ε jest relacją preferencji indywidualnej (zob. definicję 2) i-tego kon-
sumenta, to wówczas (zob. [Malawski 1999]) wektor konsumpcji całkowitej x* jest 
co najwyżej tak preferowany społecznie jak wektor konsumpcji całkowitej x*. Jeżeli 
warunek (15) nie zachodzi, to wektorów konsumpcji całkowitej x* i x* nie da się 
porównać względem relacji preferencji społecznych. 

Do porównywania stanów równowagi z ekonomii Debreu wprowadzimy 
inne kryterium, oparte na cenie wektora konsumpcji całkowitej. Kryterium to 
nazwiemy ekonomicznym.

Niech r, r ∈ R będą postaci (14).

Definicja 6. Stan równowagi r jest co najwyżej tak preferowany (ekonomiczne) 
jak stan r wtedy i tylko wtedy, gdy wektor konsumpcji całkowitej x* nie jest droższy 
przy cenie p* niż wektor konsumpcji całkowitej x* przy cenie p*, co zapisujemy:

	 r ¥ r ⇔ p* ◦ x* ≤ p*◦ x*.	 (16)

Uwaga 3. Relacja (16) określona w zbiorze stanów równowagi R jest zwrotna, 
przechodnia i spójna. Jest więc relacją preferencji określoną w zbiorze stanów rów-
nowagi ekonomii Ep z własnością prywatną.

Definicja 7. Relację preferencji (16) określoną w zbiorze stanów równowagi R 
ekonomii Ep Debreu z własnością prywatną nazwiemy relacją słabej preferencji 
równowagi.

Analogicznie wprowadzimy definicję silnej relacji preferencji równowagi oraz 
relacji obojętności w zbiorze R stanów równowagi ekonomii Ep.

Niech r, r ∈ R (zob. (14)). Wówczas:

Definicja 8. Stan równowagi r jest mniej preferowany niż stan r wtedy i tylko 
wtedy, gdy wektor konsumpcji całkowitej x* jest tańszy przy cenie p* niż wektor 
konsumpcji całkowitej x* przy cenie p*, co zapisujemy:

r < r ⇔ p* ◦ x* < p*◦ x*.
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Definicja 9. Dwa stany równowagi r i r są obojętne wtedy i tylko wtedy, gdy 
wartość wektora konsumpcji całkowitej x* przy cenie p* jest taka sama jak wartość 
wektora konsumpcji całkowitej x* przy cenie p*, tzn. 

r ∼ r ⇔ p* ◦ x* = p*◦ x*.

Uwaga 4. Analogicznie jak relacja preferencji indywidualnych, relacja pre-
ferencji równowagi jest relacją równoważności w zbiorze R stanów równowagi 
ekonomii Ep.

Rozważymy teraz sytuację, w której stany równowagi postaci (14) różnią się 
tylko wektorem cen. 

Twierdzenie 1. Niech x x y y pm n1 1* * * * *,..., , , ..., ,( ) ∈ R będzie stanem równowagi 
w ekonomii Ep. Niech

S x x y y p p x xm n l m1 1 11* * * * * * *, , , : ,…, …, …, ( ) = ∈ ℜ = ∧ ** * * *, , , .y y pn1 …,( )∈{ }R

Wówczas w zbiorze S x x y ym n1 1* * * *, , , ,… …,( ) istnieje element minimalny.

Dowód. Załóżmy, że zbiór S x x y ym n1 1* * * *, , , ,… …,( ) ma przynajmniej dwa 

elementy. Zauważmy, że jeśli zbiór S x x y ym n1 1* * * *, , , ,… …,( ) nie jest skończony, 
to jest ciągowo domkniętym podzbiorem sfery jednostkowej w przestrzeni ℜl. Jest 
zatem jej podzbiorem domkniętym, co z kolei implikuje jego zwartość. Funkcja 
ciągła na zbiorze zwartym osiąga swoje kresy, zatem istnieje wektor cen p* ∈
∈ S x x y ym n1 1* * * *, , , ,… …,( ), taki że:

p*◦ x*= min{p* ◦ x*: p* ∈ S x x y ym n1 1* * * *, , , ,… …,( )}.

Niech Ep(V) będzie ekonomią Debreu z dobrami komplementarnymi będącą 
w stanie równowagi. Niech r = x x y y pm n1 1* * * * *,..., , , ..., ,( ) ∈ R (zob. (14)) oznacza 
stan równowagi w tej ekonomii. Jeżeli cena równowagi p* nie jest elementem pod-
przestrzeni V, to z uwagi 1 wynika, że w modelu tym istnieją przynajmniej dwa 
różne stany równowagi.

Niech:

VT = {z ∈ ℜl: ∀v ∈ V p* ◦ v = 0}.
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W tej sytuacji zachodzi następujący lemat:

Lemat 1. Jeżeli p* ∈ V, to pV* = 0 oraz stany równowagi r x x y y pm n= ( )1 1* * * * *, ..., , , ..., ,  
oraz r x x y y pm n

V= ( )1 1* * * * *,..., , , ..., ,  są obojętne względem słabej relacji preferencji 
równowagi.

Dowód wynika z własności rzutu ortogonalnego oraz definicji 1–4.

Załóżmy teraz, że p* ∉ V oraz p* ∉ VT. W tej sytuacji pV* � 0. Niech

	 p p
pV
V

V

*
*

* .= 	 (17)

Wówczas stan równowagi r x x y y pm n
V= ( )1 1* * * * *,..., , , ..., ,  ∈ R.

Lemat 2. Jeżeli norma ustalona w przestrzeni ℜl jest zadana przez iloczyn ska-
larny, to:

x x y y pm n
V

1 1* * * * *,..., , , ..., ,( )  ¥ x x y y pm n1 1* * * * *,..., , , ..., ,( )
w sensie słabej relacji preferencji równowagi.

Dowód. Skoro norma ustalona w przestrzeni ℜl jest zadana przez iloczyn ska-
larny, to norma rzutu ortogonalnego jest równa jeden. W takim razie 

pV* ≤ 1 .

Zatem

pV*  ◦ x*= p
p
V

V

*

*
 ◦ x* ≥ pV* ◦ x*= p*◦ x*,

co kończy dowód.

Uwaga 5. Jeśli p* ∉ V oraz p* ∉ VT, to z punktu widzenia procesów optyma-
lizacyjnych (przy wyznaczaniu stanów równowagi) wygodniej jest używać wek-
tora cen równowagi pV*  (zob. (17)) z podprzestrzeni V niż wektora p*. Natomiast 
z punktu widzenia słabej relacji preferencji równowagi stan równowagi, który 
wyznacza wektor cen pV* , nie jest stanem lepszym niż stan równowagi wyzna-
czony przez wektor p* nienależący do podprzestrzeni V. 
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5. Podsumowanie

Przedstawiony w opracowaniu sposób wartościowania stanów równowagi jest 
odmienny od tradycyjnego, opartego na kryterium relacji preferencji społecznych. 
Jego zaletą jest możliwość porównania każdych dwóch stanów równowagi. Może 
być z powodzeniem stosowany np. w przypadku, gdy stajemy przed koniecz-
nością wyboru między dwoma stanami równowagi, nieporównywalnymi wzglę-
dem relacji preferencji społecznych, albo wówczas, gdy dwa stany równowagi róż-
nią się tylko jednostkowym (o normie jeden) wektorem cen równowagi. Natomiast 
gdy konsumenci stają przed koniecznością wyboru między dwoma stanami rów-
nowagi, porównywalnymi względem obu relacji: preferencji społecznych i słabej 
relacji preferencji równowagi, muszą najpierw zdecydować o wyborze kryterium.
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An Analysis of Quality of the States of Equilibrium in Debreu Economy

Let Ep be the Debreu private ownership economy (see [Debreu 1959]). Assume that 
there exist at least two different states of equilibrium in that economy. The criterion for 
comparing states of equilibrium from economy Ep different from the total preference 
relation (see [Malawski 1999]) is elaborated. This criterion is formulated on the strength 
of the value of the equilibrium consumption plan.


