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METODA SKRACANIA PRZEKROJÓW 
ŚCIEŻEK NIEDOPUSZCZALNYCH SIECI 
JAKO NARZĘDZIE OPTYMALIZACJI 
CZASOWO-KOSZTOWEJ PROJEKTU

Streszczenie: W literaturze można znaleźć wiele różnych algorytmów optymalizacji 
czasowo-kosztowej projektu. W ramach wspomnianej optymalizacji najczęściej poszu-
kuje się wektora czasów trwania czynności wchodzących w skład przedsięwzięcia, który 
minimalizuje czas całego projektu przy dostępnych środkach fi nansowych (tzw. Budget 
Problem) lub który minimalizuje koszt realizacji przy przyjętym czasie dyrektywnym 
(tzw. Deadline Problem). Niektóre algorytmy są dokładne, czyli pozwalają uzyskać opty-
malne rozwiązanie, lecz zazwyczaj działają wolno. Inne natomiast są heurystyczne, a więc 
niekoniecznie prowadzą do uzyskania najlepszego rozwiązania, lecz za to są mniej czaso-
chłonne. Proponowany w pracy algorytm, zwany metodą skracania przekrojów ścieżek 
niedopuszczalnych sieci (metoda SPSN), pozwala bezpośrednio rozwiązywać problem 
minimalizacji kosztu przy danym czasie, a pośrednio – problem minimalizacji czasu przy 
dostępnych środkach fi nansowych. Można go stosować zarówno wtedy, gdy jednostkowe 
koszty skracania są stałe, jak i wówczas, gdy te koszty są zmienne. Algorytm SPSN został 
już wcześniej opisany w innym artykule. Natomiast w tej pracy przedstawiono bardziej 
sformalizowany, szczegółowy i kompleksowy opis procedury. Ponadto zwrócono uwagę 
na różne kwestie związane z jego komputerową implementacją i efektywnością.

Słowa kluczowe: Optymalizacja czasowo-kosztowa projektu, ścieżka niedopuszczalna, 
przekrój, jednostkowe koszty skracania, czynność krytyczna, algorytm SPSN, Deadline 
Problem.

Klasyfi kacja JEL: C44, C61, M11.
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A METHOD OF REDUCING THE CUT 
OF INADMISSIBLE PATHS AS A TOOL 
FOR OPTIMIZING THE TIME-COST OF A PROJECT

Abstract: In the literature, many algorithms designed for the time-cost optimization of a project 
can be found. Usually, this optimization has as the goal of setting certain durations for particular 
activities pertaining to the project that minimize the project completion time within a specifi ed 
budget (the so called Budget Problem), or that minimize time-dependent project costs within 
a specifi ed project deadline (the so called Deadline Problem). Some algorithms are accurate, 
that is they allow the optimal solution to be obtained, but in general the computations are slow. 
Whereas other algorithms are heuristic, hence they do not necessarily lead to the best solu-
tion, but are less time consuming. Th e procedure proposed in the paper, called the method of 
reducing the cut of inadmissible paths (SPSN method), enables to directly solve the problem 
of minimizing the cost within a given time; and indirectly – the problem of minimizing the 
time within the available fi nancial resources. It can be used when the unit shortening cost is 
either fi xed or variable. Th e algorithm for SPSN has already been described in another article; 
however, this paper presents a more formalized, detailed and comprehensive description of the 
procedure. Additionally, the author raises some essential issues connected with the computer 
implementation and eff ectiveness of the algorithm.

Keywords: time-cost project optimization, inadmissible path, cut, unit shortening cost, critical 
activity, SPSN algorithm, Deadline Problem.

Wstęp

Gdy oszacowany czas wykonania planowanego przedsięwzięcia wydaje się 
zbyt długi, podejmowane są próby jego skrócenia przy jednoczesnym dążeniu 
do minimalizacji kosztów związanych z przyspieszeniem realizacji projektu. 
Owe działania wchodzą w skład optymalizacji czasowo-kosztowej przedsię-
wzięcia, a ta z kolei jest jednym z istotnych etapów zarządzania projektem. 
Dwa główne problemy stawiane w analizie czasowo-kosztowej można zapisać 
w postaci następujących modeli decyzyjnych:
I.  Decydent minimalizuje czas realizacji przedsięwzięcia (T), mając na wzglę-

dzie dostępne środki K d (Budget Problem):

 T(X)  min,  (1)

 K(X) ≤ K d.  (2)

II.  Decydent dąży do jak najtańszej realizacji projektu w czasie nie dłuższym 
niż czas dyrektywny T d (Deadline Problem):
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 K(X)  min,  (3)

 T(X) ≤ T d.  (4)

gdzie X = [x1, …, xm]T to wektor czasów trwania m czynności danego projektu.
Modelowaniu powyższych problemów decyzyjnych poświęcono pracę 

Gaspars-Wieloch [2008b]. Rozwiązania zadań (3)–(4) dla różnych poziomów 
parametru T d tworzą punkty krzywej czasowo-kosztowej przedsięwzięcia, 
zwanej także krzywą akceleracji [Bladowski 1970]. Przegląd dokładnych i heu-
rystycznych metod optymalizacji czasowo-kosztowej przedsięwzięć można 
znaleźć między innymi w pracach Gaspars [Gaspars 2006b, 2008c; Gaspars-
-Wieloch 2009]. Liczba opracowanych algorytmów kompresji sieci świadczy 
o tym, że badacze wciąż dostrzegają możliwość udoskonalenia istniejących 
procedur skracania czasu trwania projektu oraz stworzenia własnych, lepszych 
metod [Sikora 2012]. Z analizy przeprowadzonej w pracy Gaspars-Wieloch 
[2009] wynika, że nie ma procedury, która realizowałaby wszystkie istotne 
kryteria (czas obliczeń, dokładność rozwiązań, obszar zastosowań itd.) nie 
gorzej niż inne metody. W literaturze dominują opracowania zawierające opisy 
procedur dla zadań (3)–(4), przy czym najczęściej optymalizacji podlegają wy-
łącznie bezpośrednie koszty wykonania projektu. Analiza czasowo-kosztowa 
zakłada, że skróceniu czasu realizacji projektu towarzyszy wzrost kosztów 
bezpośrednich (tj. kosztów robocizny, materiałów, nakładów na urządzania 
produkcyjne, kosztów skrócenia czasu czynności). Koszty bezpośrednie są 
związane z konkretną czynnością. Oprócz kosztów bezpośrednich wyróżnia 
się koszty pośrednie (tj. koszty zarządzania, koszty administracyjne, podatki, 
kary umowne związane z niedotrzymaniem ustalonego terminu wykonania 
pracy oraz koszty utraconych szans). Koszty pośrednie dotyczą przedsięwzię-
cia jako całości i są podawane jako pojedynczy koszt za każdą dodatkową 
jednostkę czasu realizacji projektu [Moussourakis i Haksever 2004]. W przy-
padku kosztów pośrednich zależność czas-koszt jest odwrotna. Krótszemu 
terminowi zakończenia projektu towarzyszą niższe koszty pośrednie, a więc 
przebieg całkowitych kosztów realizacji projektu można opisać na przykład 
funkcją paraboliczną, której ekstremum oznacza optymalny harmonogram 
prac z punktu widzenia minimalizacji łącznych kosztów.

W pracach Gaspars i Anholcera [Gaspars 2006a; Anholcer i Gaspars-
-Wieloch 2011, 2013] pokazano i udowodniono, że stosowanie powszechnie 
znanego algorytmu Kaufmanna i Desbazeille’a (w skrócie algorytmu KD) 
[Kaufmann, Desbazeille i Ventura 1964], nazywanego również metodą CPM-
-COST, polegającego na sukcesywnym skracaniu czasu czynności należących 
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do najtańszego przekroju sieci krytycznej i przez większość użytkowników 
uznawanego za procedurę dokładną, nie zawsze prowadzi do rozwiązań op-
tymalnych. Oznacza to, że koszty bezpośrednie niektórych uzyskanych har-
monogramów realizacji przedsięwzięcia mogą nie być wcale najniższe.

W związku z powyższym autorka niniejszej pracy postanowiła opraco-
wać nowy sposób skracania czasu realizacji projektu. Jego zaletą miało być 
w głównej mierze poprawienie dokładności rozwiązań – zwłaszcza w przy-
padku zadań, dla których algorytm KD daje wyniki najbardziej oddalone od 
optimum. Ogólną koncepcję proponowanej metody przedstawiono w pracy 
Gaspars [2006b], a w niniejszym opracowaniu autorka dokładnie omawia 
poszczególne kroki procedury, podaje formalny jej zapis oraz wskazuje do-
datkowe możliwości zwiększenia efektywności algorytmu. Dla wygody za-
proponowany sposób nazywamy w pracy algorytmem skracania przekrojów 
ścieżek niedopuszczalnych sieci – w skrócie algorytmem SPSN.

Praca ma następującą strukturę. W punkcie 1 przedstawiono pierwotną 
i uaktualnioną koncepcję algorytmu SPSN, punkt 2 zawiera formalny opis 
procedury, a punkt 3 ilustruje działanie procedury. Kwestie związane z kompu-
terową implementacją algorytmu i jego efektywnością omówiono w punkcie 4. 
W podsumowaniu zebrano wnioski.

1. Idea algorytmu skracania przekroju 
ścieżek niedopuszczalnych sieci

Metoda SPSN, podobnie jak algorytm KD, dotyczy projektów, których struk-
turę można przedstawić za pomocą deterministycznego modelu sieciowego 
(znane są czynności wchodzące w skład projektu oraz relacje poprzedzania). 
Pozwala ona rozwiązywać bezpośrednio zadania (3)–(4) i pośrednio zadania 
(1)–(2). Można z niej korzystać, gdy dany jest czas dyrektywny (T d) i – gdy dla 
każdego działania uij znana jest lista czynności poprzedzających – normalny 
(tn

ij) oraz graniczny (t gij) czas trwania, a także jednostkowy koszt skrócenia cij 
(gradient kosztu skrócenia).

Jak zasygnalizowano we wprowadzeniu, algorytm SPSN został zaprezento-
wany już w roku 2006 w pracy Gaspars [2006b]. Istota tejże procedury polegała 
na sukcesywnym skracaniu czasu działań należących do ścieżek, których czas 
przejścia jest dłuższy od czasu dyrektywnego (tzw. ścieżek niedopuszczalnych). 
Pierwotny pomysł zakładał, że wystarczy zrealizować następujące kroki:

1. Narysować sieć obrazującą strukturę projektu.
2. Obliczyć najwcześniejszy moment zakończenia przedsięwzięcia (T*).
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Rysunek 1. Schemat blokowy algorytmu SPSN
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3. Wyznaczyć zbiór ścieżek niedopuszczalnych.
4. Ustalić wszystkie możliwe przekroje dla tego zbioru ścieżek.
5.  Obliczyć łączne koszty skrócenia czynności należących do tych przekro-

jów (stosując odpowiednie etykiety kosztowe dla czynności krytycznych, 
niekrytycznych i pozornych).

6.  Skrócić o jedną jednostkę czas czynności najtańszego przekroju (pamię-
tając o kilku zasadach związanych z wyborem najlepszego przekroju). 
Jeżeli osiągnięto czas dyrektywny, zakończyć obliczenia. W przeciwnym 
razie wrócić do kroku 3.

Warto jednak podkreślić, że choć przy projektowaniu algorytmu starano 
się uchronić go od wad innych algorytmów i jednocześnie wprowadzić moż-
liwie jak najwięcej korzystnych rozwiązań zalecanych przez innych autorów, 
ówczesny opis metody miał charakter ogólnikowy, niekompletny i niesfor-
malizowany. Dalsze badania wykazały bowiem, że wymaga on rozszerzenia 
i doprecyzowania. Rysunek 1 przedstawia aktualne zalecane kroki dla algo-
rytmu SPSN.

Pierwszy krok polega na narysowaniu sieci S obrazującej dany projekt. 
Łuki uij oznaczają czynności wchodzące w skład projektu, a węzły 1, 2, …, n 
ukazują zdarzenia. Taka forma prezentacji przedsięwzięcia jest charaktery-
styczna dla techniki AOA (Activities on arcs [Bell i Han 1991]), ale alterna-
tywna procedura, tzw. technika AON (Activities on nodes), jest także możliwa 
[Trocki, Grucza i Ogonek 2003].

W drugim kroku jest wyznaczany najkrótszy czas realizacji przedsięwzię-
cia (T*) przy założeniu, że działania są wykonywane w czasie normalnym 
[Gaspars-Wieloch 2008a]. Jeżeli obliczony czas jest krótszy od T d, to skracanie 
jest zbędne.

W trzecim kroku należy ustalić zbiór ścieżek niedopuszczalnych1. Ścieżką 
niedopuszczalną (dnd) jest każda droga (d), której czas przejścia (t(d)) jest 
dłuższy od T d:

 t(d) > T d.  (5)

Jest nią zarówno ścieżka krytyczna (tj. droga najdłużej trwająca), jak i każda 
droga podkrytyczna z całkowitym zapasem czasu mniejszym od różnicy: 
T* – T d. Zbiór ścieżek niedopuszczalnych oznaczmy symbolem Dnd, zbiór 
ścieżek krytycznych zdefi niujmy jako Dk, a zbiór ścieżek podkrytycznych 

1 Poszukiwanie zbioru ścieżek niedopuszczalnych jest charakterystyczne także dla algo-
rytmów Siemensa i Goyala [Goyal 1975; Siemens 1971].
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spełniających warunek (5) – jako D pk. Między tymi zbiorami zachodzą na-
stępujące zależności:

 Dnd = Dk  D pk,  (6)

 Dk  D pk = Ø.  (7)

Defi nicja 1. Przekrojem podsieci niedopuszczalnej lU  jest każdy minimal-
ny podzbiór łuków tejże podsieci, zawierający co najmniej po jednym łuku 
z każdej ścieżki niedopuszczalnej, przy czym węzeł początkowy takiego łuku 
należy do W1, a węzeł końcowy do W2. Zbiory W1 i W2 to rozłączne podzbiory 
zbioru węzłów sieci (W), W1 zawiera węzeł początkowy sieci, a W2 – węzeł 
końcowy. Przekrojem podsieci niedopuszczalnej jest zatem każdy minimalny 
zbiór łuków, który przechodzi przez wszystkie drogi niedopuszczalne. Zbiór 
wszystkich przekrojów podsieci niedopuszczalnej oznaczmy symbolem P nd.

W czwartym kroku są wyznaczane wszystkie możliwe przekroje dla zbioru 
ścieżek Dnd, tj. dla podsieci niedopuszczalnej (por. defi nicja 1).

W piątym kroku dla ustalonych przekrojów są obliczane łączne koszty 
skrócenia. Koszt skrócenia dla przekroju podsieci niedopuszczalnej wyzna-
czamy zgodnie ze wzorem (8)

 K( lU ) = K k( lU ) + K nk( lU ),  lU   Pnd,   (8)

gdzie:
 K k( lU ) –  suma jednostkowych kosztów skrócenia czynności krytycznych 

przekroju lU ,
 K nk( lU ) –  suma jednostkowych kosztów skrócenia czynności niekrytycz-

nych przekroju lU .
Koszt przekroju zawierającego czynność pozorną upz (tj. czynność o ze-

rowym zapasie czasu, służącą do ukazania relacji poprzedzania między dzia-
łaniami, zob. [Moder i Philips 1964]) jest równy :

 upz  lU   K( lU ) = .  (9)

Jeżeli suma jednostkowych kosztów skrócenia czynności krytycznych jest dla 
wszystkich przekrojów równa nieskończoność, oznacza to, że przynajmniej 
jedno działanie krytyczne w każdym wyznaczonym przekroju osiągnęło już 
swój czas graniczny. W tej sytuacji skracanie momentu zakończenia przed-
sięwzięcia jest niemożliwe, a postawione zadanie jest sprzeczne (nie można 
zrealizować projektu w czasie dyrektywnym).
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W szóstym kroku jest wybierany najtańszy technicznie możliwy wariant 
kompresji sieci, a następnie jest skracany czas trwania wskazanych czynności. 
Przekrój lU  spełniający warunek: 

 ( ) min ( )K U K Umin
nd

l
l

U P
  (10)

jest przekrojem o najniższym koszcie ( minU ). 
Niech P nd

min oznacza zbiór przekrojów o minimalnym koszcie, a P nd, k
min  – 

zbiór przekrojów o minimalnym koszcie takich, że każda czynność należąca 
do przekroju jest krytyczna. Procedura wyboru najtańszego przekroju zależy 
od liczebności tychże zbiorów:

a)  Jeżeli zbiór P nd
min jest jednoelementowy, to należy skrócić działania kry-

tyczne przekroju minU  o jedną jednostkę.
b)  Jeżeli zbiór P nd

min jest wieloelementowy, to należy wybrać dowolny prze-
krój ze zbioru P nd, k

min  i skrócić czas trwania czynności krytycznych wska-
zanego przekroju o jedną jednostkę.

c)  Jeżeli zbiór P nd, k
min  jest pusty, to ze zbioru P nd

min\ P nd, k
min  (tj. zbioru przekrojów 

o minimalnym koszcie takich, że przynajmniej jedna czynność należąca 
do przekroju nie jest krytyczna) jest wybierany przekrój minU (k), czyli 
przekrój, dla którego suma kosztów skrócenia czasu trwania czynności 
krytycznych jest najniższa:

 
min min

min( ) min( ) min ( )
nd

k k
k

U P
K U K U .  (11)

W przypadku istnienia kilku przekrojów spełniających warunek (11) wybór 
jest dowolny. Przekrój ostatecznie wybrany w kroku szóstym oznaczamy 
symbolem U*.

W pracy Gaspars [2006b] zabrakło między innymi analizy dwóch ty-
pów problemów decyzyjnych: zadań ze stałymi i zmiennymi jednostkowymi 
kosztami skracania, co przy realizacji kroku 6 algorytmu SPSN ma istotne 
znaczenie.

Jeżeli gradienty kosztu są dla poszczególnych działań stałe, to w ramach 
danej iteracji istnieje możliwość skrócenia czynności wyznaczonego przekro-
ju o więcej niż jedną jednostkę. Czynności krytyczne przekroju U* można 
maksymalnie skrócić o w kst jednostek:

 
*

**

( )min min { }, min
ndij

d U
gk c d

st ij ij ij Uu U d D d

t d T Zw t t z
L

,  (12)
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gdzie:
 tij – aktualny czas trwania czynności uij,
 t gij – graniczny czas trwania czynności uij,
 z cij – aktualny całkowity zapas czasu czynności uij,
 Dnd – aktualny zbiór ścieżek niedopuszczalnych,
 *U

dZ  –  suma całkowitych zapasów czasu czynności należących jednocześnie 
do przekroju U* i do ścieżki d,

 *U
dL  –  liczba działań należących jednocześnie do przekroju U* i do ścieżki d.

Dla każdej czynności krytycznej danego przekroju obowiązuje ta sama 
wartość w kst , ponieważ dowolne działanie krytyczne ma zerowy zapas.

Pierwszy element wzoru (12) gwarantuje skracanie czynności co najwyżej 
do momentu, w którym dowolna czynność wskazanego przekroju osiąga 
swój czas graniczny. Druga część tego wzoru ma zapobiec nadmiernemu, 
w stosunku do ustalonego czasu dyrektywnego, skróceniu czasu przejścia 
poszczególnych ścieżek podsieci niedopuszczalnej. Jeżeli wybrany przekrój 
zawiera więcej niż jedno działanie (np. m) z danej drogi, to należy koniecznie 
podzielić wyrażenie *( ) d U

dt d T Z   przez *U
dL , aby ta ścieżka nie została 

skrócona (m – 1)-krotnie bardziej aniżeli pozostałe drogi niedopuszczalne. 
Każdą czynność niekrytyczną uij przekroju U* warto skrócić o wnk

ij   jednostek 

 max{0, }nk k c
ij ijw w z .  (13)

Czynności niekrytyczne danego przekroju mogą dysponować różnymi zapa-
sami. Dlatego wielkość wnk

ij   należy obliczyć oddzielnie dla każdego działania 
niekrytycznego.

Z powyższego wynika, że gdy mamy do czynienia ze stałymi jednost-
kowymi kosztami skracania, to oprócz działań krytycznych w niektórych 
wypadkach skracamy także czynności niekrytyczne.

Jeżeli gradienty kosztów są zmienne, to skracamy tylko czynności kry-
tyczne. Zmiana ich czasu trwania wynosi w kzm:

 mink
zmw  

*

*
( )1, min

nd

d U
d

Ud D d

t d T Z
L

.  (14)

Ze wzoru (14) wynika, że czynności krytyczne można wówczas skrócić 
o maksymalnie jedną jednostkę.
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Po wybraniu przekroju i skróceniu jego działań o odpowiednią liczbę 
jednostek należy ustalić nowy najkrótszy czas realizacji projektu na pod-
stawie aktualnych czasów trwania czynności. Jeżeli okaże się, że T* > T d, to 
powtarzamy procedurę począwszy od trzeciego kroku. Obliczenia kończymy, 
gdy T* = T d.

Kolejną ważną kwestią pominiętą w pracy Gaspars [2006b] jest to, że na-
wet jeżeli w kst lub w kzm wynoszą 0, lecz wynika to z zerowej wartości drugiego 
elementu we wzorach (12) lub (14), a czas T* nadal przekracza T d, to należy 
szukać najtańszego przekroju w ramach podsieci krytycznej, a nie w obrębie 
całej podsieci niedopuszczalnej. W ostatniej więc fazie algorytmu może się 
zdarzyć, że będzie trzeba wybrać przekrój spełniający warunek:

 min( ) min ( )
k

l
l

U P
K U K U , (15)

gdzie P k to zbiór wszystkich możliwych przekrojów wyznaczonych dla pod-
sieci krytycznej, 
a następnie skrócić wszystkie czynności należące do tak skonstruowanego 
przekroju. 

2. Formalny opis algorytmu SPSN

Po prezentacji ogólnej koncepcji algorytmu SPSN wraz z jej doprecyzowaniem 
umożliwiającym efektywniejsze działanie procedury przejdźmy do formal-
nego jej opisu.

Algorytm 1. Algorytm SPSN
Krok 1. Narysować sieć S obrazującą analizowane przedsięwzięcie.
Krok 2.  Obliczyć najkrótszy czas realizacji przedsięwzięcia (T *). Jeżeli T * ≤ T d, 

zakończyć obliczenia. W przeciwnym razie, przejść do kroku 3.
Krok 3.  Wyznaczyć zbiór ścieżek niedopuszczalnych (Dnd).
Krok 4.  Ustalić P nd, czyli wszystkie możliwe przekroje lU  dla zbioru ścieżek 

Dnd.
Krok 5.  Obliczyć łączne koszty skrócenia dla wyróżnionych przekrojów. Jeżeli 

dla każdego lU   P nd spełniona jest zależność:

 K k( lU  ) = ,  (16)

zakończyć obliczenia.
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Krok 6.  A. Wyznaczyć zbiór P nd
min, czyli wszystkie przekroje U min:

a)  jeżeli K(Umin) ≠ , przejść do kroku 6.A.b), w przeciwnym razie 
przejść do kroku 6.A.d),

b)  jeżeli zbiór P nd
min jest jednoelementowy, to U min = U*, a więc 

można przejść do kroku 6.B), w przeciwnym razie przejść do 
kroku 6.A.c),

c)  jeżeli zbiór P nd, k
min  jest pusty, przejść do kroku 6.A.d), w przeciw-

nym razie należy przyjąć dowolny przekrój z tego zbioru jako 
U*, a następnie przejść do kroku 6.B,

d)  ze zbioru P nd
min \ P nd, k

min  przyjąć dowolny przekrój Umin(k) jako U*.
B. Skrócić czas trwania czynności wchodzących w skład przekroju U*:

a)  jeżeli jednostkowe koszty skrócenia czasu trwania poszczegól-
nych czynności są zmienne, skrócić działania krytyczne prze-
kroju U* o wk

zm jednostek, jeśli wk
zm = 0, przejść do kroku 6.D,

b)  jeżeli jednostkowe koszty skrócenia są stałe, skrócić czynności 
krytyczne przekroju U* o wk

st jednostek, a każdą czynność nie-
krytyczną uij tego przekroju skrócić o wnk

ij  jednostek, jeśli wk
st = 0, 

przejść do kroku 6.D.
C.  Ustalić aktualny najkrótszy czas realizacji przedsięwzięcia. Jeżeli 

T* = T d, zakończyć obliczenia. Jeżeli T* > T d, przejść do kroku 3.
D. a) wyznaczyć najtańszy przekrój podsieci krytycznej,

b) skrócić czynności wybranego przekroju o jedną jednostkę,
c)  ustalić aktualny najkrótszy czas realizacji przedsięwzięcia, jeżeli 

T* = T d, zakończyć obliczenia, jeżeli T* > T d, przejść do kroku 3.
Z kroków 6.A.a) i 6.A.d) wynika, że można wybrać przekrój, którego koszt 

skrócenia jest równy , pod warunkiem, że suma kosztów skracania czynności 
krytycznych tego przekroju jest różna od . Krok 6.A.c) dotyczy przekrojów 
składających się z samych działań krytycznych. Jeżeli zmieniane są czasy 
trwania działań należących do przekroju w pełni krytycznego, to rozwiązanie 
dopuszczalne jest uzyskiwane w mniejszej liczbie kroków aniżeli w przypadku 
wyboru przekroju zawierającego też czynności niekrytyczne.

Krok 6.B mówi o tym, że gdy najniższe koszty są związane z przekrojem 
nie w pełni krytycznym, to skracamy jedynie czas trwania czynności kry-
tycznych należących do tej kombinacji. Skracanie czynności niekrytycznych 
może z jednej strony szybciej zmniejszyć zbiór ścieżek niedopuszczalnych, 
lecz z drugiej strony istnieje ryzyko, że w ostatecznym rozrachunku przyspie-
szenie takich działań okaże się zbędne, a przez to droższe aniżeli wynikałoby 
to z rozwiązania optymalnego. Za skracaniem tylko działań krytycznych 
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przekroju przemawia jeszcze jeden argument. Otóż samo przyspieszenie czyn-
ności krytycznych jest wystarczające, by czas realizacji przedsięwzięcia został 
skrócony o jednostkę, co wobec funkcji (3) tym bardziej skłania do skracania 
tylko krytycznej części przekroju.

3. Studium przypadku

Działanie algorytmu SPSN jest zilustrowane przykładem. Załóżmy, że czas 
wykonania przedsięwzięcia zaprezentowanego na rysunku 2 należy skrócić do 
9 dni możliwie jak najtaniej. Wartości w nawiasach okrągłych przy węzłach 
określają najwcześniejsze i najpóźniejsze momenty zajścia zdarzeń. Litery 
opisują poszczególne czynności przedsięwzięcia. Liczby stojące przy literach to 
czasy trwania działań. Wartości w nawiasach okrągłych przy łukach oznaczają 
całkowite zapasy czasu czynności, a wielkości w nawiasach kwadratowych to 
jednostkowe koszty skracania zadań. Koszty skracania są zmienne. Z wykresu 
wynika, że czasy graniczne czynności wynoszą odpowiednio t gA = 2, t gB = 7, 
t gC = 1, t gD = 1, t gE = 1, t gF = 1.

Przejdźmy do rozwiązania postawionego problemu zgodnie z opisaną 
procedurą:

ITERACJA I
Krok 2. Czas T * = 11 dni, zatem należy przejść do kroku 3.
Krok 3.  Wyznaczamy zbiór Dnd = {d1, d2, d3}={A-D-E, A-C-F, B-F}. Zauważmy, 

że Dk = {d1, d2, d3} = {A-D-E, A-C-F, B-F} i D pk = {Ø} (podkreślamy 
te czynności, które są krytyczne).

Krok 4.  Ustalamy możliwe przekroje podsieci niedopuszczalnej: U 1 = {A, B}, 
U 2 = {D, C, B}, U 3 = {E, C, B}, U 4 = {D, F}, U 5 = {E, F}, U 6 = {A, F}.

Rysunek 2. Przykład. Wyjściowa sieć (T = 11)

(5, 5)

(0, 0) 

  D  2  [5] (0)  E  4  [4, 4, 6]  (11, 11)

(7, 7)

(7, 7)

(0)       F  4 [1, 2, 3]A 5 [2, 3, 3]     (0)   C  2  [8]  (0)   

1 

4 2 

3 

  B  7   (0)  

5 
(0)  
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Krok 5. Obliczamy koszty odpowiadające przekrojom:
K(U 1) = K k(U 1) + K nk(U 1) = (2 + ) + 0 = ,
K(U 2) = K k(U 2) + K nk(U 2) = (5 + 8 + ) + 0 = ,
K(U 3) = K k(U 3) + K nk(U 3) = (4 + 8 + ) + 0 = ,
K(U 4) = K k(U 4) + K nk(U 4) = (5 + 1) + 0 = 6,
K(U 5) = K k(U 5) + K nk(U 5) = (4 + 1) + 0 = 5,
K(U 6) = K k(U 6) + K nk(U 6) = (2 + 1) + 0 = 3.
Istnieje przynajmniej jeden przekrój, dla którego suma kosztów skra-
cania czynności krytycznych jest różna od , a więc można przejść 
do kroku 6.

Krok 6.  A.  Znajdujemy najtańszy wariant: Umin = U6 = {A, F}. Zbiór Pnd
min = {U6} 

jest jednoelementowy, więc U* = U 6. Przechodzimy od razu do 
kroku 6.B.

B. Skracamy czynności krytyczne A i F o jeden dzień (zob. wzór (14)).

6 6 6
1 2 3

31 2 ( ) 9( ) 9 ( ) 9min 1, min , ,

11 9 0 11 9 0 0 11 9 0min 1, min , , 1.
1 2 1

k
zm

cc c c
FA A F

U U U
d d d

w

t d zt d z t d z z

L L L

Rysunek 3 przedstawia sieć ze zmodyfi kowanymi czasami działań 
A i F.
C.  Nowy czas projektu (10 dni) przekracza czas dyrektywny, zatem 

przechodzimy do kroku 3.

Rysunek 3. Przykład. Sieć po I iteracji (T = 10)

(4, 4)

(0, 0) 

  D  2  [5] (0)  (6, 6) E  4  [4, 4, 6]  (10, 10)

(7, 7)

(0)       F  3 [2, 3] A  4  [3, 3]       (0)   C  2  [8]  (1)   

1 

4 2 

3 

  B  7      (0)  

5 
(0)  
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ITERACJA II
Krok 3.  Wyznaczamy zbiór Dnd = {d1, d3} = {A-D-E, B-F}, Dk = {d1, d3} = 

= {A-D-E, B-F} i Dpk = {Ø}.
Krok 4.  Ustalamy możliwe przekroje podsieci niedopuszczalnej: U 1 = {A, B}, 

U 2 = {D, B}, U 3 = {E, B}, U 4 = {D, F}, U 5 = {E, F}, U 6 = {A, F}.
Krok 5.  Obliczamy koszty odpowiadające przekrojom:

K(U 1) = Kk(U 1) + K nk(U 1) = (3 + ) + 0 = ,
K(U 2) = Kk(U 2) + K nk(U 2) = (5 + ) + 0 = ,
K(U 3) = Kk(U 3) + K nk(U 3) = (4 + ) + 0 = ,
K(U 4) = Kk(U 4) + K nk(U 4) = (5 + 2) + 0 = 7,
K(U 5) = Kk(U 5) + K nk(U 5) = (4 + 2) + 0 = 6,
K(U 6) = Kk(U 6) + K nk(U 6) = (3  + 2) + 0 = 5.
Istnieje przynajmniej jeden przekrój, dla którego suma kosztów skra-
cania czynności krytycznych jest różna od , a więc można przejść 
do kroku 6.

Krok 6. A.  Znajdujemy najtańszy wariant: Umin = U6 = {A, F}. Zbiór P nd
min = {U6} 

jest jednoelementowy. Przekrój U 6  jest przekrojem U*. Przecho-
dzimy do kroku 6.B.

B. Skracamy czynności krytyczne A i F o jeden dzień.

6 6
1 3

31 ( ) 9( ) 9min 1, min ,

10 9 0 10 9 0min 1, min , 1.
1 1

cc
k FA
zm U U

d d

t d zt d zw
L L

Rysunek 4 przedstawia sieć ze zmodyfi kowanymi czasami działań 
A i F.

Rysunek 4. Przykład. Sieć po II iteracji (T = 9)

(3, 3)

(0, 0) 

  D  2  [5] (0)  (5, 5) E  4  [4, 4, 6] (9, 9)

(7, 7)

(0)       F  2 [3]  A  3 [3] (0)   C  2  [8]  (2)   

1 

4 2 

3 

  B  7      (0)  

5 
(0)  
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C.  Nowy czas wykonania projektu (9 dni) jest równy czasowi dyrek-
tywnemu, zatem kończymy obliczenia. Łączny koszt skracania 
wynosi (1 · 3) + (1 · 5) = 8 tys. zł.

4. Kilka uwag o implementacji algorytmu SPSN 
i jego efektywności

Choć głównym celem niniejszego artykułu jest przedstawienie szczegółowe-
go opisu algorytmu SPSN, warto przy okazji wspomnieć o tym, jak można 
usprawnić procedurę w przypadku jej komputerowej implementacji.

Przypomnijmy, że krok 3 algorytmu SPSN polega na wyznaczeniu zbioru 
ścieżek niedopuszczalnych, tj. podsieci niedopuszczalnej. Drogi należące do 
takiej podsieci muszą spełniać warunek (5). Ustalenie zbioru tychże ścieżek 
jest proste w przypadku małych problemów (sieci złożone z kilku węzłów). 
Natomiast w większych zadaniach obliczanie czasu przejścia każdej drogi jest 
bardzo czasochłonne. Dlatego zdecydowanie lepiej wyznaczyć podsieć nie-
dopuszczalną, wiedząc, że składa się ona z samych czynności uij, dla których 
jest spełniona następująca zależność.

 zc
ij < (T* – T d).  (17)

Całkowity zapas czasu trwania danego działania jest bowiem zapasem czasu, 
o jaki można zwiększyć najdłuższą ścieżkę zawierającą to działanie bez wpływu 
na łączny czas realizacji projektu. Innymi słowy, zc

ij określa różnicę pomiędzy 
T* a czasem przejścia najdłuższej drogi przechodzącej przez czynność uij 
[Guzik i Sikora 1993].

W kroku 4 algorytmu SPSN należy ustalić wszystkie możliwe przekroje 
podsieci niedopuszczalnej, a w dwóch kolejnych krokach – obliczyć koszty 
dla każdego przekroju i wybrać przekrój o najniższym koszcie. Takie postę-
powanie jest bardzo wygodne, gdy rozpatrujemy proste przykłady. W przy-
padku sieci o kilkunastu, kilkudziesięciu węzłach przegląd zupełny zbioru 
P nd jest zupełnie nieefektywny. Dlatego warto skorzystać z algorytmu Forda-
-Fulkersona, który służy właśnie do wyznaczenia przekroju o najniższym 
koszcie. Problem pojawia się jednak wówczas, gdy podsieć niedopuszczalna 
zawiera kilka przekrojów spełniających warunek (10). W algorytmie SPSN 
należy ustalić wszystkie takie przekroje (U min), a następnie, w zależności od 
statusu czynności do nich należących oraz wielkości kosztów skrócenia dzia-
łań krytycznych poszczególnych wariantów, wybrać przekrój U*. Tymczasem 
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algorytm Forda-Fulkersona pozwala wygenerować tylko jeden z przekrojów 
o najniższym koszcie2. W związku z powyższym przekrój U* może być usta-
lany poprzez wykorzystanie algorytmu Forda-Fulkersona dla dwóch zadań 
pomocniczych:
1.  Czynnościom niekrytycznym podsieci niedopuszczalnej należy przypisać 

koszt M 4, gdzie M jest bardzo dużą liczbą dodatnią. Koszty skracania 
działań krytycznych pozostają bez zmian, a koszty skracania działań kry-
tycznych, które osiągnęły już czas graniczny, wynoszą M 3. Następnie dla 
tak skonstruowanego zadania pomocniczego wyznaczany jest najtańszy 
przekrój za pomocą algorytmu Forda-Fulkersona. Takie postępowanie 
pozwala znaleźć najtańszy przekrój składający się z samych działań kry-
tycznych, tj. jeden z przekrojów zbioru Pnd, k

min . Jeżeli koszt tak znalezione-
go przekroju w zadaniu pomocniczym jest przynajmniej równy M 3, to 
oznacza to, że zbiór Pnd, k

min  jest pusty, ponieważ wskazany przekrój zawiera 
działania krytyczne, których skrócić już się nie da, lub składa się z działań 
o dodatnim całkowitym zapasie czasu.

2.  Krytycznym czynnościom należy przypisać koszt (M + 1) ∙ sij, gdzie sij 
to jednostkowy koszt skrócenia czynności uij. Krytycznym działaniom, 
które osiągnęły czas graniczny – koszt M 3 + M 2. Koszty działań nie-
krytycznych wynoszą odpowiednio sij (jeżeli tij > t gij) i M 2 (jeżeli tij = t gij). 
Następnie za pomocą algorytmu Forda-Fulkersona ustalany jest najtańszy 
przekrój dla tak sformułowanego zadania pomocniczego. Całkowity koszt 
przekroju wyraża się wzorem:

 M ∙ K(U l) + K k(U l),  (18)

gdzie:
 K k(U l)  –  suma jednostkowych kosztów skrócenia czynności krytycz-

nych przekroju U l,
 K(U l)  –  suma jednostkowych kosztów skrócenia wszystkich czynności 

przekroju U l.
 Dzięki temu w pierwszej kolejności są preferowane przekroje o najniższym 
koszcie całkowitym, a w przypadku dwóch równych kosztów całkowitych 
– te o najniższym koszcie krytycznym. Jeżeli koszt najtańszego przekroju 
znajduje się w przedziale M 2, M 3), to oznacza to, że zawiera on działania 
niekrytyczne, których nie można skrócić. Nie jest to jednak powód, by 

2 Jeżeli istnieje kilka przekrojów o najniższym koszcie, to algorytm Forda-Fulkersona 
wskaże przekrój leżący najbliżej węzła początkowego.



42 Helena Gaspars-Wieloch

wykluczyć taki przekrój, ponieważ czynności niekrytycznych nie skracamy. 
Przekroje o koszcie równym przynajmniej M 3 są niedopuszczalne, gdyż 
należą do nich działania krytyczne, których nie można skracać. Po wyzna-
czeniu najtańszego przekroju dla zadania pomocniczego, rzeczywisty koszt 
przekroju jest obliczany poprzez ponowne przyjęcie rzeczywistych kosztów 
skrócenia. Jeżeli tak wyliczony koszt jest niższy od kosztu z punktu 1, to 
wybieramy ostatecznie przekrój z punktu 2.
W kroku 6 algorytmu SPSN zaproponowano stosowanie wzorów (12)–(14). 

Mają one podwójne znaczenie. Po pierwsze, służą do ustalenia maksymal-
nej liczby jednostek, o którą warto od razu skrócić czynności wskazanego 
przekroju (dotyczy to przypadku, gdy krańcowe koszty skracania działań są 
stałe, wzory (12)–(13)). Po drugie, pozwalają określić, czy skrócenie działań 
wybranego przekroju nie spowoduje nadmiernego przyspieszenia momentu 
zakończenia projektu (w stosunku do podanego czasu dyrektywnego). Gdyby 
taka sytuacja miała wystąpić, wówczas wskaźniki w kst i w kzm przyjmą zerowe 
wartości. Stosowanie wzorów (12)–(14) wymaga jednak dokonania przeglądu 
wszystkich ścieżek niedopuszczalnych. Dlatego wspomniane wzory znajdują 
zwłaszcza zastosowanie przy rozwiązywaniu prostych problemów optymali-
zacyjnych. Analizując większe zadania, można wykonać następujące kroki:

1.  Skracać czas realizacji projektu zgodnie z krokami 3–6 algorytmu, przy 
czym w każdej iteracji należy zmniejszać czas trwania czynności kry-
tycznych wskazanego przekroju o 1 jednostkę.

2.  A. Jeżeli po danej iteracji T* = T d, zakończyć obliczenia.
B.  Jeżeli po danej iteracji T* < T d, wrócić do poprzedniej iteracji, wyzna-

czyć przekrój o najniższym koszcie na podstawie podsieci krytycznej 
(a nie podsieci niedopuszczalnej), skrócić wybrane czynności kry-
tyczne o jedną jednostkę i powrócić do kroku 3 algorytmu.

Rezygnując ze stosowania wzorów (12)–(14), należy mieć świadomość 
tego, że tracimy możliwość wielokrotnego skracania czasu trwania działań 
przekroju wskazanego w danej iteracji, co niekorzystnie wpływa na czas ge-
nerowania rozwiązań. Zwiększa się również ryzyko nadmiernego skrócenia 
czasu przejścia niektórych ścieżek w porównaniu z ustalonym czasem dyrek-
tywnym! Rozwiązanie zaproponowane w dwóch powyższych krokach nie jest 
więc wiernym odzwierciedleniem pierwotnej idei algorytmu SPSN3.

Badanie czasu działania procedury oraz średniej dokładności uzyskiwa-
nych za jej pomocą rozwiązań również nie jest głównym celem niniejszego 

3 Autorka dziękuje Marcinowi Anholcerowi za sugestie dotyczące niektórych kwestii zwią-
zanych z komputerową implementacją algorytmu.
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opracowania. Warto jednak podkreślić, że w pracy Gaspars-Wieloch [2009] 
przedstawiono już wyniki przeprowadzonych symulacji dla różnych typów 
losowo generowanych zadań. Efektywność algorytmu SPSN porównano 
z efektywnością ogólnej metody optymalizacyjnej (metody Dantziga) oraz 
algorytmu Kaufmanna i Desbazeille’a (AKD). Jako jeden z punktów odniesie-
nia wybrano właśnie AKD, gdyż procedura ta (w przeciwieństwie do innych 
metod optymalizacji czasowo-kosztowej) pozwala rozwiązywać te same typy 
zadań (ten sam cel optymalizacyjny, te same rodzaje jednostkowych kosztów 
skracania działań) co algorytm SPSN [Anholcer i Gaspars-Wieloch 2011, 
2013]. Dzięki otrzymanym wynikom sformułowano następujące wnioski:

1.  Algorytm SPSN rozwiązuje problemy czasowo-kosztowe ponad 100 
(w przypadku 10 węzłów), ponad 600 (w przypadku 20 węzłów), a na-
wet ponad kilka tysięcy (w przypadku 50 węzłów) razy szybciej aniżeli 
metoda Dantziga (metoda simpleks).

2.  Algorytm SPSN generuje rozwiązania prawie dwa razy wolniej aniżeli 
AKD, ale za to średnia dokładność (tj. względne odchylenie rozwią-
zań od rozwiązań optymalnych) tego pierwszego jest istotnie wyższa. 
Różnice w poziomie dokładności rozwiązań (na korzyść SPSN) są 
najbardziej widoczne w przypadku sieci z wieloma ścieżkami podkry-
tycznymi, które mają dużo wspólnych czynności. Konstruując prze-
krój na podstawie wszystkich ścieżek niedopuszczalnych, unikamy 
bowiem sytuacji charakterystycznej dla AKD, w której skracana jest 
w danej iteracji czynność o względnie najniższym koszcie skrócenia, 
ale należąca tylko do jednej drogi. Algorytm SPSN preferuje przekroje 
zawierające czynności wchodzące w skład kilku ścieżek jednocześnie, 
gdyż skrócenie takich działań sprawia, że jednostkowe koszty skrócenia 
czasu przejścia przypadające na poszczególne drogi niedopuszczalne 
są niższe. Ponadto algorytm SPSN, w przeciwieństwie do AKD, zapo-
biega nadmiernemu (a więc generującemu dodatkowe zbędne koszty) 
skróceniu niektórych działań.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono sformalizowany i kompleksowy opis metody skracania 
przekroju ścieżek niedopuszczalnych sieci (SPSN). Służy ona do optymalizacji 
czasowo-kosztowej projektów, których strukturę można opisać w postaci sieci 
deterministycznej. Jednostkowe koszty skracania działań mogą być stałe lub 
zmienne, przy czym w drugim wypadku preferowane są wypukłe krzywe 
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czasowo-kosztowe, gdyż przy wklęsłych krzywych (nierosnące koszty skra-
cania) obniża się dokładność procedury. Idea algorytmu różni się bardzo od 
koncepcji innych istniejących procedur. Na przykład podczas skracania czasu 
realizacji projektu poszukuje się najtańszego przekroju dla sieci niedopusz-
czalnej. Tymczasem w innych metodach ustala się minimalne cięcie dla całej 
sieci [Phillips i Dessouky 1977] lub minimalny przekrój dla sieci krytycznej 
[Kauf mann, Desbazeille i Ventura 1964]. Dokonywanie tej operacji na pod-
stawie ścieżek niedopuszczalnych jest bardzo korzystne, gdyż zbiór takich 
dróg nie rośnie w miarę zbliżania się do ostatniej iteracji (w przeciwieństwie 
do zbioru ścieżek krytycznych, który podczas skracania się zwiększa [Moder 
i Phillips 1964]). Ponadto w przypadku algorytmu SPSN koszt przekroju 
jest obliczany na podstawie kosztów skracania czynności krytycznych i nie-
krytycznych. Natomiast wcześniej opracowane techniki polegają jedynie na 
sumowaniu kosztów przyspieszenia działań krytycznych. Dużym atutem 
metody jest jej relatywna prostota, możliwość skrócenia czasu projektu nawet 
o kilka jednostek w ramach danej iteracji oraz znacznie wyższa dokładność 
aniżeli w przypadku algorytmu Kaufmanna i Desbazeille’a, który generuje 
rozwiązania bardzo dalekie od optymalnego w sieciach o gęstej strukturze 
i licznym zbiorze ścieżek podkrytycznych.

Procedura SPSN została już przedstawiona wcześniej w pracy Gaspars 
[2006b]. Tym razem jednak wzbogacono poprzedni opis o istotne elementy, 
dzięki którym wiadomo, jak należy postępować w dowolnym zadaniu (tj. 
w zadaniu o dowolnej deterministycznej strukturze sieci i o dowolnych wiel-
kościach poszczególnych parametrów). Dodatkowo w niniejszym artykule 
wyjaśniono, w jaki sposób powinna przebiegać komputerowa implementacja 
algorytmu oraz poruszono kwestie związane z efektywnością procedury.
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