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METODA SKRACANIA PRZEKROJOW
SCIEZEK NIEDOPUSZCZALNYCH SIECI
JAKO NARZEDZIE OPTYMALIZAC]I
CZASOWO-KOSZTOWE] PROJEKTU

Streszczenie: W literaturze mozna znalez¢ wiele roznych algorytmoéw optymalizacji
czasowo-kosztowej projektu. W ramach wspomnianej optymalizacji najczesciej poszu-
kuje sie wektora czaséw trwania czynnosci wchodzacych w sktad przedsiewzigcia, ktory
minimalizuje czas catego projektu przy dostepnych $rodkach finansowych (tzw. Budget
Problem) lub ktéry minimalizuje koszt realizacji przy przyjetym czasie dyrektywnym
(tzw. Deadline Problem). Niektore algorytmy sa dokladne, czyli pozwalajg uzyskac opty-
malne rozwigzanie, lecz zazwyczaj dzialaja wolno. Inne natomiast sg heurystyczne, a wiec
niekoniecznie prowadza do uzyskania najlepszego rozwigzania, lecz za to s3 mniej czaso-
chlonne. Proponowany w pracy algorytm, zwany metodg skracania przekrojow $ciezek
niedopuszczalnych sieci (metoda SPSN), pozwala bezposrednio rozwigzywaé problem
minimalizacji kosztu przy danym czasie, a po$rednio — problem minimalizacji czasu przy
dostepnych srodkach finansowych. Mozna go stosowac zaréwno wtedy, gdy jednostkowe
koszty skracania sg stale, jak i wowczas, gdy te koszty sg zmienne. Algorytm SPSN zostat
juz wczeéniej opisany w innym artykule. Natomiast w tej pracy przedstawiono bardziej
sformalizowany, szczegélowy i kompleksowy opis procedury. Ponadto zwrécono uwage
na rozne kwestie zwiazane z jego komputerowa implementacja i efektywnoscia.

Stowa kluczowe: Optymalizacja czasowo-kosztowa projektu, $ciezka niedopuszczalna,
przekroj, jednostkowe koszty skracania, czynnosé¢ krytyczna, algorytm SPSN, Deadline
Problem.

Klasyfikacja JEL: C44, C61, M11.
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A METHOD OF REDUCING THE CUT
OF INADMISSIBLE PATHS AS A TOOL
FOR OPTIMIZING THE TIME-COST OF A PROJECT

Abstract: In the literature, many algorithms designed for the time-cost optimization of a project
can be found. Usually, this optimization has as the goal of setting certain durations for particular
activities pertaining to the project that minimize the project completion time within a specified
budget (the so called Budget Problem), or that minimize time-dependent project costs within
a specified project deadline (the so called Deadline Problem). Some algorithms are accurate,
that is they allow the optimal solution to be obtained, but in general the computations are slow.
Whereas other algorithms are heuristic, hence they do not necessarily lead to the best solu-
tion, but are less time consuming. The procedure proposed in the paper, called the method of
reducing the cut of inadmissible paths (SPSN method), enables to directly solve the problem
of minimizing the cost within a given time; and indirectly - the problem of minimizing the
time within the available financial resources. It can be used when the unit shortening cost is
either fixed or variable. The algorithm for SPSN has already been described in another article;
however, this paper presents a more formalized, detailed and comprehensive description of the
procedure. Additionally, the author raises some essential issues connected with the computer
implementation and effectiveness of the algorithm.

Keywords: time-cost project optimization, inadmissible path, cut, unit shortening cost, critical
activity, SPSN algorithm, Deadline Problem.

Wstep

Gdy oszacowany czas wykonania planowanego przedsiewzigcia wydaje si¢
zbyt diugi, podejmowane sa proby jego skrocenia przy jednoczesnym dazeniu
do minimalizacji kosztow zwigzanych z przyspieszeniem realizacji projektu.
Owe dziatania wchodza w sklad optymalizacji czasowo-kosztowej przedsie-
wziecia, a ta z kolei jest jednym z istotnych etapéw zarzadzania projektem.
Dwa gléwne problemy stawiane w analizie czasowo-kosztowej mozna zapisaé
w postaci nastepujacych modeli decyzyjnych:

I. Decydent minimalizuje czas realizacji przedsiewziecia (T), majac na wzgle-

dzie dostepne érodki K (Budget Problem):

T(X) — min, (1)
K(X) < K“ (2)

II. Decydent dazy do jak najtanszej realizacji projektu w czasie nie dtuzszym
niz czas dyrektywny T (Deadline Problem):
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K(X) — min, (3)
T(X) < T° (4)

gdzie X =[x, ...,x,]" towektor czaséw trwania m czynnoéci danego projektu.

Modelowaniu powyzszych probleméw decyzyjnych poswiecono prace
Gaspars-Wieloch [2008b]. Rozwiazania zadan (3)-(4) dla réznych poziomow
parametru T? tworza punkty krzywej czasowo-kosztowej przedsiewziecia,
zwanej takze krzywa akceleracji [Bladowski 1970]. Przeglad dokladnych i heu-
rystycznych metod optymalizacji czasowo-kosztowej przedsiewzie¢ mozna
znalez¢ miedzy innymi w pracach Gaspars [Gaspars 2006b, 2008c; Gaspars-
-Wieloch 2009]. Liczba opracowanych algorytmoéw kompresji sieci swiadczy
o tym, ze badacze wcigz dostrzegaja mozliwos¢ udoskonalenia istniejacych
procedur skracania czasu trwania projektu oraz stworzenia wlasnych, lepszych
metod [Sikora 2012]. Z analizy przeprowadzonej w pracy Gaspars-Wieloch
[2009] wynika, ze nie ma procedury, ktéra realizowalaby wszystkie istotne
kryteria (czas obliczen, doktadno$¢ rozwigzan, obszar zastosowan itd.) nie
gorzej niz inne metody. W literaturze dominujg opracowania zawierajace opisy
procedur dla zadan (3)-(4), przy czym najczesciej optymalizacji podlegaja wy-
tacznie bezposrednie koszty wykonania projektu. Analiza czasowo-kosztowa
zaklada, ze skroceniu czasu realizacji projektu towarzyszy wzrost kosztow
bezposrednich (tj. kosztéw robocizny, materiatéw, nakladéw na urzadzania
produkcyjne, kosztow skrocenia czasu czynnosci). Koszty bezposrednie sg
zwiazane z konkretng czynnoscia. Oprocz kosztéw bezposrednich wyrdznia
sie koszty posrednie (tj. koszty zarzadzania, koszty administracyjne, podatki,
kary umowne zwigzane z niedotrzymaniem ustalonego terminu wykonania
pracy oraz koszty utraconych szans). Koszty posrednie dotycza przedsiewzie-
cia jako calosci i s3 podawane jako pojedynczy koszt za kazda dodatkowa
jednostke czasu realizacji projektu [Moussourakis i Haksever 2004]. W przy-
padku kosztéw posrednich zaleznos¢ czas-koszt jest odwrotna. Krétszemu
terminowi zakonczenia projektu towarzyszg nizsze koszty posrednie, a wigc
przebieg catkowitych kosztéw realizacji projektu mozna opisa¢ na przyktad
funkcjag paraboliczng, ktdrej ekstremum oznacza optymalny harmonogram
prac z punktu widzenia minimalizacji tacznych kosztow.

W pracach Gaspars i Anholcera [Gaspars 2006a; Anholcer i Gaspars-
-Wieloch 2011, 2013] pokazano i udowodniono, ze stosowanie powszechnie
znanego algorytmu Kaufmanna i Desbazeille’a (w skrdcie algorytmu KD)
[Kaufmann, Desbazeille i Ventura 1964], nazywanego réwniez metoda CPM-
-COST, polegajacego na sukcesywnym skracaniu czasu czynnosci nalezacych
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do najtanszego przekroju sieci krytycznej i przez wigkszo$¢ uzytkownikow
uznawanego za procedure doktadng, nie zawsze prowadzi do rozwigzan op-
tymalnych. Oznacza to, ze koszty bezposrednie niektorych uzyskanych har-
monogramow realizacji przedsigwzigcia moga nie by¢ wcale najnizsze.

W zwiazku z powyzszym autorka niniejszej pracy postanowila opraco-
wac nowy sposob skracania czasu realizacji projektu. Jego zaleta miato by¢
w gtéwnej mierze poprawienie dokladnosci rozwigzan - zwlaszcza w przy-
padku zadan, dla ktorych algorytm KD daje wyniki najbardziej oddalone od
optimum. Ogolng koncepcje proponowanej metody przedstawiono w pracy
Gaspars [2006b], a w niniejszym opracowaniu autorka dokladnie omawia
poszczegolne kroki procedury, podaje formalny jej zapis oraz wskazuje do-
datkowe mozliwosci zwigkszenia efektywnosci algorytmu. Dla wygody za-
proponowany sposob nazywamy w pracy algorytmem skracania przekrojow
sciezek niedopuszczalnych sieci — w skrocie algorytmem SPSN.

Praca ma nastepujaca strukture. W punkcie 1 przedstawiono pierwotng
i uaktualniong koncepcje algorytmu SPSN, punkt 2 zawiera formalny opis
procedury, a punkt 3 ilustruje dziatanie procedury. Kwestie zwigzane z kompu-
terowg implementacjg algorytmu i jego efektywnosécig oméwiono w punkcie 4.
W podsumowaniu zebrano wnioski.

1. Idea algorytmu skracania przekroju
$ciezek niedopuszczalnych sieci

Metoda SPSN, podobnie jak algorytm KD, dotyczy projektow, ktérych struk-
ture mozna przedstawi¢ za pomocg deterministycznego modelu sieciowego
(znane sg czynnosci wchodzace w sklad projektu oraz relacje poprzedzania).
Pozwala ona rozwigzywac bezposrednio zadania (3)-(4) i posrednio zadania
(1)-(2). Mozna z niej korzystaé, gdy dany jest czas dyrektywny (T%) i - gdy dla
kazdego dziatania u;; znana jest lista czynnosci poprzedzajacych — normalny
(tZ-) oraz graniczny (t;;g-) czas trwania, a takze jednostkowy koszt skrocenia c;;
(gradient kosztu skrdcenia).

Jak zasygnalizowano we wprowadzeniu, algorytm SPSN zostal zaprezento-
wany juz w roku 2006 w pracy Gaspars [2006b]. Istota tejze procedury polegata
na sukcesywnym skracaniu czasu dziatan nalezacych do $ciezek, ktérych czas
przejscia jest dtuzszy od czasu dyrektywnego (tzw. $ciezek niedopuszczalnych).
Pierwotny pomyst zakladal, ze wystarczy zrealizowa¢ nastepujace kroki:

1. Narysowac sie¢ obrazujacg strukture projektu.

2. Obliczy¢ najwczesniejszy moment zakonczenia przedsiewziecia (T%).



.

1. Narysowac sie¢
obrazujacg analizowane
przedsiewzigcie

v

2. Wyznaczy¢ T*

Czy nie
T*>T%
tak
3. Wyznaczy¢ zbidr Czy
Sciezek - osiggnieto
niedopuszczalnych nie jui czas T%
4. Ustali¢ *
wszystkie 5. Obliczy¢ 6. Wybra¢ najtanszy
mozliwe taczne koszty technicznie mozliwy
przekroje dla skrécenia dla wariant i skroci¢ czas
powyZszego ! wymienionych trwania wybranych
zbioru $ciezek przekrojow czynnosci

Czy istnieje przekroj,
w ktérym kazda czynnoé¢
krytyczna moze by¢
skrécona?

STOP - osiggniecie T4 jest niemozliwe

Rysunek 1. Schemat blokowy algorytmu SPSN

(30]
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3. Wyznaczy¢ zbior $ciezek niedopuszczalnych.

4. Ustali¢ wszystkie mozliwe przekroje dla tego zbioru $ciezek.

5. Obliczy¢ taczne koszty skrocenia czynnosci nalezacych do tych przekro-
jow (stosujac odpowiednie etykiety kosztowe dla czynnosci krytycznych,
niekrytycznych i pozornych).

6. Skrécic o jedng jednostke czas czynno$ci najtanszego przekroju (pamie-
tajac o kilku zasadach zwigzanych z wyborem najlepszego przekroju).
Jezeli osiggnieto czas dyrektywny, zakonczy¢ obliczenia. W przeciwnym
razie wroci¢ do kroku 3.

Warto jednak podkresli¢, ze cho¢ przy projektowaniu algorytmu starano
sie uchroni¢ go od wad innych algorytmoéw i jednoczes$nie wprowadzi¢ moz-
liwie jak najwiecej korzystnych rozwigzan zalecanych przez innych autoréw,
owczesny opis metody mial charakter ogélnikowy, niekompletny i niesfor-
malizowany. Dalsze badania wykazaly bowiem, ze wymaga on rozszerzenia
i doprecyzowania. Rysunek 1 przedstawia aktualne zalecane kroki dla algo-
rytmu SPSN.

Pierwszy krok polega na narysowaniu sieci S obrazujacej dany projekt.
Luki u; oznaczajg czynnosci wchodzgce w sklad projektu, a wezly 1,2, ..., n
ukazujg zdarzenia. Taka forma prezentacji przedsigwzigcia jest charaktery-
styczna dla techniki AOA (Activities on arcs [Bell i Han 1991]), ale alterna-
tywna procedura, tzw. technika AON (Activities on nodes), jest takze mozliwa
[Trocki, Grucza i Ogonek 2003].

W drugim kroku jest wyznaczany najkrotszy czas realizacji przedsigwzie-
cia (T*) przy zalozeniu, ze dzialania s3 wykonywane w cza31e normalnym
[Gaspars-Wieloch 2008a]. Jezeli obliczony czas jest krotszy od T4 to skracanie
jest zbedne.

W trzecim kroku nalezy ustali¢ zbiér éciezek niedopuszczalnych'. Sciezka
nledopuszczalnz} (d"d) jest kazda droga (d), ktdrej czas przejscia (t(d)) jest
dtuzszy od T

tHd) > T (5)

Jest nig zaréwno $ciezka krytyczna (tj. droga najdluzej trwajaca), jak i kazda
droga podkrytyczna z catkowitym zapasem czasu mniejszym od rozmcy
T* - T% Zbior éciezek medopuszczalnych oznaczmy symbolem D", zbiér
$ciezek krytycznych zdefiniujmy jako DF, a zbior §ciezek podkrytycznych

! Poszukiwanie zbioru $ciezek niedopuszczalnych jest charakterystyczne takze dla algo-
rytmoéw Siemensa i Goyala [Goyal 1975; Siemens 1971].
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spetniajacych warunek (5) - jako DP*. Miedzy tymi zbiorami zachodza na-
stepujace zaleznosci:

D" = DF U DK, (6)
D~ D= @, (7)

Definicja 1. Przekrojem podsieci niedopuszczalnej U, jest kazdy minimal-
ny podzbidr tukéw tejze podsieci, zawierajacy co najmniej po jednym tuku
z kazdej $ciezki niedopuszczalnej, przy czym wezet poczatkowy takiego tuku
nalezy do W, a wezet koncowy do W,. Zbiory W, i W, to roztaczne podzbiory
zbioru wezléw sieci (W), W, zawiera wezel poczatkowy sieci, a W, — wezel
koncowy. Przekrojem podsieci niedopuszczalnej jest zatem kazdy minimalny
zbidr tukéw, ktory przechodzi przez wszystkie drogi niedopuszczalne. Zbidr
wszystkich przekrojéw podsieci niedopuszczalnej oznaczmy symbolem P,

W czwartym kroku s3 wyznaczane wszystkie mozliwe przekroje dla zbioru
sciezek D™, tj. dla podsieci niedopuszczalnej (por. definicja 1).

W piatym kroku dla ustalonych przekrojow sa obliczane taczne koszty
skrécenia. Koszt skrécenia dla przekroju podsieci niedopuszczalnej wyzna-
czamy zgodnie ze wzorem (8)

K(U) =K*U) +K"™8U), U, eP"™, (8)

gdzie:

KX U;) - suma jednostkowych kosztéw skrécenia czynnosci krytycznych

_ przekroju U,
K™ U;) - suma jednostkowych kosztéw skrécenia czynnosci niekrytycz-
nych przekroju U,.

Koszt przekroju zawierajacego czynnos$¢ pozorna Uy, (tj. czynno$¢ o ze-
rowym zapasie czasu, stuzacg do ukazania relacji poprzedzania migdzy dzia-
taniami, zob. [Moder i Philips 1964]) jest réwny oo:

U, € U= K(U)) = co. (9)

Jezeli suma jednostkowych kosztow skrocenia czynnosci krytycznych jest dla
wszystkich przekrojow réwna nieskoniczonos¢, oznacza to, Ze przynajmniej
jedno dzialanie krytyczne w kazdym wyznaczonym przekroju osiagneto juz
swoj czas graniczny. W tej sytuacji skracanie momentu zakonczenia przed-
siewziecia jest niemozliwe, a postawione zadanie jest sprzeczne (nie mozna
zrealizowaé projektu w czasie dyrektywnym).
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W szdéstym kroku jest wybierany najtanszy technicznie mozliwy wariant
kompresji sieci, a nastgpnie jest skracany czas trwania wskazanych czynnosci.
Przekroj U, spelniajgcy warunek:

K(Unin) = min, (KU} (10)

jest przekrOJem 0 najnizszym koszcie (U min)-

Niech P™ oznacza zbiér przekrojéw o minimalnym koszcie, a P"4F —
zbiér przekrojow o minimalnym koszcie takich, ze kazda czynno$¢ nalezaca
do przekroju jest krytyczna. Procedura wyboru najtafiszego przekroju zalezy
od liczebnosci tychze zbioréw:

a) Jezeli zbior Pmln jest jednoelementowy, to nalezy skrdci¢ dziatania kry-

tyczne przekm)u Umin 0 jedna jednostke.

b) Jezeli zbior Pmln jest wieloelementowy, to nalezy wybra¢ dowolny prze-
kréj ze zbioru P’ d ki ' iskrdci¢ czas trwania czynnosci krytycznych wska-
zanego przekro]u o0 jedng jednostke.

¢) Jezeli zbior P min Jest pusty, to ze zbioru P;‘fn\ P’:r‘if (tj. zbioru przekrojow

o minimalnym koszcie takich, ze przynajmniej jedna czynnos¢ nalezaca

do przekroju nie jest krytyczna) jest wybierany przekrdj Umin(x), czyli

przekrdj, dla ktorego suma kosztow skrdcenia czasu trwania czynnosci
krytycznych jest najnizsza:

K Umin) = min KK (Opi)|- (11)

U, el

min min

W przypadku istnienia kilku przekrojéw spelniajacych warunek (11) wybor
jest dowolny. Przekrdj ostatecznie wybrany w kroku szdstym oznaczamy
symbolem U*.

W pracy Gaspars [2006b] zabraklo miedzy innymi analizy dwoch ty-
pow problemoéw decyzyjnych: zadan ze statymi i zmiennymi jednostkowymi
kosztami skracania, co przy realizacji kroku 6 algorytmu SPSN ma istotne
znaczenie.

Jezeli gradienty kosztu sa dla poszczegolnych dzialan stale, to w ramach
danej iteracji istnieje mozliwos¢ skrécenia czynnosci wyznaczonego przekro-
ju o wigcej niz jedna jednostke. Czynnosci krytyczne przekroju U* mozna
maksymalnie skrdci¢ o wls‘t jednostek:

td)-T +2{°
w¥ =min min {t; —t§ +z;:}, min ()—*d ,  (12)
u .eU* de Dnd Ld
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gdzie:
tij - aktualny czas trwania czynnosci u,
- graniczny czas trwania czynnosci u;,

] — aktualny catkowity zapas czasu czynnosci u;;

Did — aktualny zbidr $ciezek niedopuszczalnych,

ip

U* . . - . . -
Zg - suma catkowitych zapaséw czasu czynnosci nalezacych jednoczesnie

do przekroju U* i do $ciezki d,

LY - liczba dziatan nalezacych jednoczeénie do przekroju U*ido éciezki d.

Dla kazde] czynnosci krytycznej danego przekroju obowigzuje ta sama
warto$¢ wst, poniewaz dowolne dziatanie krytyczne ma zerowy zapas.

Pierwszy element wzoru (12) gwarantuje skracanie czynnosci co najwyzej
do momentu, w ktérym dowolna czynnos¢ wskazanego przekroju osiaga
swoj czas graniczny. Druga czes¢ tego wzoru ma zapobiec nadmiernemu,
w stosunku do ustalonego czasu dyrektywnego, skroceniu czasu przejscia
poszczegolnych $ciezek podsieci niedopuszczalnej. Jezeli wybrany przekroj
zawiera wiecej niz jedno dziatanie (np. m) z danej drogi, to nalezy koniecznie

podzieli¢ wyrazenie t(d)-T" + Zg*) przez L3, aby ta $ciezka nie zostala
skrécona (m - 1)-krotnie bardziej anizeli pozostale drogi niedopuszczalne

Kazdg czynno$¢ niekrytyczng u;; przekroju U* warto skrécié o Wi ¥ jednostek

w']’k = max{0, w* z]} (13)
Czynnoéci niekrytyczne danego przekroju moga dysponowac réznymi zapa-
sami. Dlatego wielko$¢ w;’.k nalezy obliczy¢ oddzielnie dla kazdego dziatania
niekrytycznego.

Z powyzszego wynika, ze gdy mamy do czynienia ze stalymi jednost-
kowymi kosztami skracania, to oprécz dzialan krytycznych w niektérych
wypadkach skracamy takze czynnosci niekrytyczne.

Jezeli gradienty kosztéw sa zmienne, to skracamy tylko czynnosci kry-
tyczne. Zmiana ich czasu trwania wynosi w,,,,

Hd)-T +2Y°
wk =min< 1, min ()—d (14)
dep" LZ*

Ze wzoru (14) wynika, ze czynnosci krytyczne mozna wéwczas skrocic
o maksymalnie jedng jednostke.
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Po wybraniu przekroju i skroceniu jego dziatan o odpowiednig liczbe
jednostek nalezy ustali¢ nowy najkrotszy czas realizacji projektu na pod-
stawie aktualnych czaséw trwania czynnosci. Jezeli okaze sie, ze T* > Td, to
powtarzamy procedure poczawszy od trzeciego kroku. Obliczenia konczymy,
gdy T* =T

Kolejna wazng kwestig pominieta w pracy Gaspars [2006b] jest to, ze na-
wet jezeli Wft lub wzljﬂ wynosza 0, lecz wynika to z zerowej wartos$ci drugiego
elementu we wzorach (12) lub (14), a czas T* nadal przekracza T to nalezy
szuka¢ najtanszego przekroju w ramach podsieci krytycznej, a nie w obrebie
calej podsieci niedopuszczalnej. W ostatniej wiec fazie algorytmu moze si¢

zdarzy¢, ze bedzie trzeba wybrac przekrdj spelniajacy warunek:

K(Umin)=£aeipnk{K(Ul)}, (15)

gdzie P* to zbi6r wszystkich mozliwych przekrojow wyznaczonych dla pod-
sieci krytycznej,

a nastepnie skroci¢ wszystkie czynnosci nalezace do tak skonstruowanego
przekroju.

2. Formalny opis algorytmu SPSN

Po prezentacji ogdlnej koncepcji algorytmu SPSN wraz z jej doprecyzowaniem
umozliwiajacym efektywniejsze dzialanie procedury przejdzmy do formal-
nego jej opisu.

Algorytm 1. Algorytm SPSN

Krok 1. Narysowac sie¢ S obrazujacg analizowane przedsiewziecie.

Krok 2. Obliczy¢ najkrotszy czas realizacji przedsiewziecia (T*). Jezeli T* < T,
zakonczy¢ obliczenia. W przeciwnym razie, przejs¢ do kroku 3.

Krok 3. Wyznaczy¢ zbior $ciezek niedopuszczalnych (Did).

Krok 4. Us:[ialic' P™, czyli wszystkie mozliwe przekroje U, dla zbioru Sciezek
D",

Krok 5. Obliczy¢ Iaczne koszty skrdcenia dla wyréznionych przekrojow. Jezeli
dla kazdego U; € P"" spelniona jest zalezno$¢:

KXKU,) = oo, (16)

zakonczy¢ obliczenia.



36 Helena Gaspars-Wieloch

Krok 6. A. Wyznaczy¢ zbiér P™ | czyli wszystkie przekroje U, :

a) jezeli K(U ;) # o, przejs¢ do kroku 6.A.b), w przeciwnym razie
przejs¢ do kroku 6.A.d), _

b) jezeli zbiér Pmln jest jednoelementowy, to Umln = U*, a wigc
mozna przejs¢ do kroku 6.B), w przeciwnym razie przejs¢ do
kroku 6.A.¢),

c) jezeli zbior P ﬁﬁ’nk jest pusty, przejs¢ do kroku 6.A.d), w przeciw-
nym razie nalezy przyja¢ dowolny przekrdj z tego zbioru jako
U* a nastqpme prz gsc do kroku 6.B, . .

d) ze zbioru P™ \ P"*¥ przyia¢ dowolny przekroj U pmin(y jako U*.

B. Skrécié czas trwania czynno$ci wchodzacych w sklad przekroju U*:

a) jezeli jednostkowe koszty skrécenia czasu trwania poszczegol-

nych czynnosci s3 zmienne, skroc1c dziafania krytyczne prze-

kroju U* o w’;m jednostek, jesli w =0, przejs¢ do kroku 6.D,
b) jezeli jednostkowe koszty skrocenla sg stale, skroci¢ czynnosci

krytyczne przekroju U* o w )ednostek akazda czynnosc nie-
krytyczna u;; tego przekroju skréci¢ o w )ednostek jesli w =0,
przejs¢ do kroku 6.D.
C. Ustali¢ aktualny najkrotszy czas realizacji przedsm;wzm;aa Jezeli
T* = T*, zakonczy¢ obliczenia. Jezeli T* > T przejé¢ do kroku 3.
D. a) wyznaczy¢ najtanszy przekrdj podsieci krytycznej,
b) skroci¢ czynnosci wybranego przekroju o jedna jednostke,
c) ustali¢ aktualny najkrétszy czas realizacji przedsu;wzu;cm jezeli
T* = T*% zakonczy¢ obliczenia, jezeli T* > T*, przejs¢ do kroku 3.

Z krokow 6.A.a) i 6.A.d) wynika, ze mozna wybra¢ przekrdj, ktérego koszt
skrdcenia jest rowny oo, pod warunkiem, ze suma kosztoéw skracania czynnosci
krytycznych tego przekroju jest rozna od . Krok 6.A.c) dotyczy przekrojow
sktadajacych si¢ z samych dzialan krytycznych. Jezeli zmieniane sg czasy
trwania dziatan nalezacych do przekroju w pelni krytycznego, to rozwigzanie
dopuszczalne jest uzyskiwane w mniejszej liczbie krokéw anizeli w przypadku
wyboru przekroju zawierajacego tez czynnosci niekrytyczne.

Krok 6.B méwi o tym, ze gdy najnizsze koszty s3 zwiazane z przekrojem
nie w petni krytycznym, to skracamy jedynie czas trwania czynnosci kry-
tycznych nalezacych do tej kombinacji. Skracanie czynno$ci niekrytycznych
moze z jednej strony szybciej zmniejszy¢ zbior $ciezek niedopuszczalnych,
lecz z drugiej strony istnieje ryzyko, ze w ostatecznym rozrachunku przyspie-
szenie takich dzialan okaze si¢ zbedne, a przez to drozsze anizeli wynikaloby
to z rozwigzania optymalnego. Za skracaniem tylko dzialan krytycznych
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przekroju przemawia jeszcze jeden argument. Otdz samo przyspieszenie czyn-
nosci krytycznych jest wystarczajace, by czas realizacji przedsiewzigcia zostat
skrécony o jednostke, co wobec funkcji (3) tym bardziej sktania do skracania
tylko krytycznej czesci przekroju.

3. Studium przypadku

Dziatanie algorytmu SPSN jest zilustrowane przykladem. Zalézmy, ze czas
wykonania przedsiewziecia zaprezentowanego na rysunku 2 nalezy skroci¢ do
9 dni mozliwie jak najtaniej. Wartosci w nawiasach okragtych przy weztach
okreslaja najwczesniejsze i najpdzniejsze momenty zajscia zdarzen. Litery
opisuja poszczegdlne czynnosci przedsiewziecia. Liczby stojace przy literach to
czasy trwania dziatan. Warto$ci w nawiasach okragtych przy tukach oznaczajg
catkowite zapasy czasu czynnosci, a wielko$ci w nawiasach kwadratowych to
jednostkowe koszty skracania zadan. Koszty skracania s3 zmienne. Z wykresu
wynika, Ze czasy graniczne czynno$ci wynosza odpowiednio t§ =2, t§=7,
tZ=1t=1t5=1,t5=1.

D 2 [5](0) (7,7)  E 4 [44,6] (11,11)

B 7 (0)

Rysunek 2. Przyklad. Wyjsciowa sie¢ (T =11)

Przejdzmy do rozwigzania postawionego problemu zgodnie z opisang
procedurg:

ITERACJA I
Krok 2. Czas T* = 11 dni, zatem nalezy przej$¢ do kroku 3.
Krok 3. Wyznaczamy zbiér D™ = {d,, d,, d,}={A-D-E, A-C-F, B-F}. Zauwaimy,

7e D" = {d,, d,, ds} = {A-D-E, A-C-F, B-F} i D** = {0} (podkreslamy
te czynnosci, ktore sg krytyczne). .
Krok 4. Ustalamy mozliwe przekroje podsieci niedopuszczalnej: U, = {A, B},

U,={D,C B}, Uy={E, C, B}, Uy ={D, F}, Us = {E, F}, Us = {A, E}.
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Krok 5. Obliczamy koszty odpow1adajqce przekrojom:

K(Ul)—K (U)+K" (U )=(2+0®)+0=o00,

K(U,) =K (Uz) +K" (Uz) (5+8+)+0=o00,

K(U;) =K (U3) +K" (U3) (4+8+ ) +0=o0,

K(U,) =K (U4) + K™ (U)=(+1)+0=6

K(Us)—K (Us )+ K™ (U)=4+1)+0=5,

K(U) =K U, +K™Uy) =(2+1)+0=3.

Istnieje przynajmniej jeden przekroj, dla ktérego suma kosztoéw skra-
cania czynnosci krytycznych jest rézna od oo, a wiec mozna przejs¢
do kroku 6.

Krok 6. A. Znajdujemy najtariszy wariant: | U ={A, F}. Zbior P4 ={ 6}

jest jednoelementowy, wiec U* = U Przechod21my od razu do
kroku 6.B.

B. Skracamy czynnosci krytyczne A i F o jeden dzien (zob. wzor (14)).

k
Wzm=
td)-9+z4 | | t(d,)—9+2z +zp | | t(dy)—9+2;
=min< 1, min ()U A,(Z) UA F,()U F =
6 6 6
Ld1 Ld2 Ld3

. . 11-9+0 | | 11-94+0+0 | | 11-9+4+0
=m1n{1, mmﬂ . J,L 5 J,{ . J}}zl.

Rysunek 3 przedstawia sie¢ ze zmodyfikowanymi czasami dzialan

AiPF.

C. Nowy czas projektu (10 dni) przekracza czas dyrektywny, zatem
przechodzimy do kroku 3.

D 2 [5] (0) (6,6) E 4[4,4,6] (10,10)

32,3]

(0,0) B 7 (0) (7,7)

Rysunek 3. Przyklad. Sie¢ po I iteracji (T = 10)
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ITERACJA II
Krok 3. Wyznaczamy zbior D" = {d,, d;} = {A-D-E, B-F}, Df = {d,, d;} =
={A-D-E, B-F} i D’ = {0}. _
Krok 4. Ustalamy mozliwe przekroje podsieci niedopuszczalnej: U, = {4, B},
U2 = {Q) B}) U3 = {E> B}a U4 = {Q> £}> U5 = {E; E}) U6 = {Aa E}
Krok 5. Obliczamy koszty odpowiadajace przekrojom:
K(U,) =K"U,) + K" (U,) = (3+0) + 0 =00,
K(U,) = K"(U,) + K"™(U,) = (5 + ) + 0 = o0,
K(U,) = K(U,) + K™(Us) = (4 + o) + 0 = o0,
K(U,) =K U,) +K"™U,)=(5+2)+0=7,
K(Ug) = K"UJ) + K"™U,) = (4 +2) + 0 =6,
K(Uy) =K"U,) +K"™Ug)=(3 +2) +0=5.
Istnieje przynajmniej jeden przekroj, dla ktorego suma kosztoéw skra-
cania czynnosci krytycznych jest rézna od oo, a wigc mozna przejs¢
do kroku 6. .
Krok 6. A. Znajdujemy najtanszy wariant: U

o =Ug=1{A, ). Zbior P ={U}

jest jednoelementowy. Przekroj 56 jest przekrojem U*. Przecho-
dzimy do kroku 6.B.

B. Skracamy czynnosci krytyczne A i F o jeden dzien.
Hd)—-9+2zy | | t(d;)—9+2z;
wlz(m:min 1, min ( 1)7 4| ( 3), E =
Ls LS
4 d

. . 10-9+0|[10-9+0
:mm{l, mln{ I J,L " J}} =1.

Rysunek 4 przedstawia sie¢ ze zmodyfikowanymi czasami dziatan
AiF.

D 2 [5] (0) (55 E4[446] (9,9

(0,0) B 7

Rysunek 4. Przyklad. Sie¢ po Il iteracji (T = 9)
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C. Nowy czas wykonania projektu (9 dni) jest rowny czasowi dyrek-
tywnemu, zatem konczymy obliczenia. Laczny koszt skracania
wynosi (1-3) +(1-5) =8 tys. zl.

4. Kilka uwag o implementacji algorytmu SPSN
i jego efektywnosci

Cho¢ gléwnym celem niniejszego artykulu jest przedstawienie szczegolowe-
go opisu algorytmu SPSN, warto przy okazji wspomniec¢ o tym, jak mozna
usprawni¢ procedure w przypadku jej komputerowej implementacji.

Przypomnijmy, Ze krok 3 algorytmu SPSN polega na wyznaczeniu zbioru
$ciezek niedopuszczalnych, tj. podsieci niedopuszczalnej. Drogi nalezace do
takiej podsieci muszg spelnia¢ warunek (5). Ustalenie zbioru tychze $ciezek
jest proste w przypadku matych problemoéw (sieci ztozone z kilku weztow).
Natomiast w wiekszych zadaniach obliczanie czasu przejscia kazdej drogi jest
bardzo czasochtonne. Dlatego zdecydowanie lepiej wyznaczy¢ podsie¢ nie-
dopuszczalng, wiedzac, ze sklada si¢ ona z samych czynnosci u;» dla ktorych
jest spelniona nastepujaca zaleznos¢.

Z;< (T*- T9. (17)

Catkowity zapas czasu trwania danego dziatania jest bowiem zapasem czasu,
o jaki mozna zwiekszy¢ najdtuzsza Sciezke zawierajacg to dzialanie bez wptywu
na faczny czas realizacji projektu. Innymi stowy;, ij okresla réznice pomiedzy
T* a czasem przejscia najdtuzszej drogi przechodzacej przez czynnos¢ uy;
[Guzik i Sikora 1993].

W kroku 4 algorytmu SPSN nalezy ustali¢ wszystkie mozliwe przekroje
podsieci niedopuszczalnej, a w dwoch kolejnych krokach - obliczy¢ koszty
dla kazdego przekroju i wybra¢ przekrdj o najnizszym koszcie. Takie poste-
powanie jest bardzo wygodne, gdy rozpatrujemy proste przyklady. W przy-
padku sieci o kilkunastu, kilkudziesigciu weztach przeglad zupelny zbioru
P™ jest zupelnie nieefektywny. Dlatego warto skorzysta¢ z algorytmu Forda-
-Fulkersona, ktory stuzy wlasnie do wyznaczenia przekroju o najnizszym
koszcie. Problem pojawia si¢ jednak wowczas, gdy podsie¢ niedopuszczalna
zawiera kilka przekrojow spelniajacych warunek (10). W algorytmie SPSN
nalezy ustali¢ wszystkie takie przekroje (U,;,), a nastepnie, w zaleznosci od
statusu czynnosci do nich nalezacych oraz wielkosci kosztow skrocenia dzia-
tan krytycznych poszczegdlnych wariantéw, wybraé przekréj U*. Tymczasem
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algorytm Forda-Fulkersona pozwala wygenerowac tylko jeden z przekrojow

o najnizszym koszcie”. W zwigzku z powyzszym przekréj U* moze by¢ usta-

lany poprzez wykorzystanie algorytmu Forda-Fulkersona dla dwéch zadan

pomocniczych:

1. Czynno$ciom niekrytycznym podsieci niedopuszczalnej nalezy przypisac
koszt M*, gdzie M jest bardzo duza liczbg dodatnia. Koszty skracania
dzialan krytycznych pozostaja bez zmian, a koszty skracania dziatan kry-
tycznych, ktore osiagnely juz czas graniczny, wynosza M°. Nastepnie dla
tak skonstruowanego zadania pomocniczego wyznaczany jest najtanszy
przekrdj za pomocy algorytmu Forda-Fulkersona. Takie postepowanie
pozwala znalez¢ najtanszy przekréj sklada) %(cy sie z samych dziafan kry-
tycznych, tj. jeden z przekrojow zbioru P ;" Jezeli koszt tak znalezmne-
go przekroju w Zadanlu pomocmczym jest przynajmniej rowny M,
oznacza to, ze zbiér P'* Fjest pusty, poniewaz wskazany przekroj zawiera
dzialania krytyczne, ktoérych skrdcié juz si¢ nie da, lub sktada sie z dziatan
o dodatnim catkowitym zapasie czasu.

2. Krytycznym czynno$ciom nalezy przypisa¢ koszt (M + 1) - s, gdzie s
to jednostkowy koszt skrécenia czynnosci Uy Krytycznym dz1alan10m
ktére osiagnely czas graniczny — koszt M’ + M>. Koszty dziatan nie-
krytycznych wynosza odpowiednio s;; (jezeli £;; > tg) i M? (jezeli t; = tg)
Nastepnie za pomocg algorytmu Forda-Fulkersona ustalany jest na]tanszy
przekroj dla tak sformutowanego zadania pomocniczego. Catkowity koszt
przekroju wyraza si¢ wzorem:

M-K(U) +KXU), (18)

gd21e
K (Ul) - suma jednostkowych kosztéw skrécenia czynnosci krytycz-
nych przekroju U,
K(U l) - suma jednostkowych kosztéw skrécenia wszystkich czynnosci
przekroju U,.
Dzieki temu w pierwszej kolejnosci sg preferowane przekroje o najnizszym
koszcie catkowitym, a w przypadku dwoch réwnych kosztow catkowitych
- te 0 najnizszym koszcie krytycznym. Jezeli koszt najtanszego przekroju
znajduje si¢ w przedziale (M?, M), to oznacza to, ze zawiera on dziatania
niekrytyczne, ktérych nie mozna skrécic¢. Nie jest to jednak powod, by

% Jezeli istnieje kilka przekrojéw o najnizszym koszcie, to algorytm Forda-Fulkersona
wskaze przekroj lezacy najblizej wezla poczatkowego.
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wykluczy¢ taki przekroj, poniewaz czynnosci niekrytycznych nie skracamy.

Przekroje o koszcie réwnym przynajmniej M sa niedopuszczalne, gdyz

naleza do nich dziatania krytyczne, ktérych nie mozna skraca¢. Po wyzna-

czeniu najtanszego przekroju dla zadania pomocniczego, rzeczywisty koszt
przekroju jest obliczany poprzez ponowne przyjecie rzeczywistych kosztow
skrdcenia. Jezeli tak wyliczony koszt jest nizszy od kosztu z punktu 1, to

wybieramy ostatecznie przekrdj z punktu 2.

W kroku 6 algorytmu SPSN zaproponowano stosowanie wzoréw (12)-(14).
Maja one podwdjne znaczenie. Po pierwsze, stuza do ustalenia maksymal-
nej liczby jednostek, o ktérag warto od razu skroci¢ czynnosci wskazanego
przekroju (dotyczy to przypadku, gdy krancowe koszty skracania dzialan s3
stale, wzory (12)-(13)). Po drugie, pozwalajg okresli¢, czy skrocenie dziatan
wybranego przekroju nie spowoduje nadmiernego przyspieszenia momentu
zakonczenia projektu (w stosunku do podanego czasu dyrektywnego). Gdyby
taka sytuacja miala wystapi¢, wowczas wskazniki w, i w3, przyjma zerowe
wartoéci. Stosowanie wzoréw (12)-(14) wymaga jednak dokonania przegladu
wszystkich $ciezek niedopuszczalnych. Dlatego wspomniane wzory znajduja
zwlaszcza zastosowanie przy rozwigzywaniu prostych probleméw optymali-
zacyjnych. Analizujac wigksze zadania, mozna wykonac¢ nastepujace kroki:

1. Skracac czas realizacji projektu zgodnie z krokami 3-6 algorytmu, przy

czym w kazdej iteracji nalezy zmniejszac czas trwania czynnosci kry-
tycznych wskazanego przekroju o 1 jednostke.

2. A. Jezeli po danej iteracji T* = T, zakonczy¢ obliczenia.

B. Jezeli po danej iteracji T* < T, wrécié do poprzedniej iteracji, wyzna-
czy¢ przekroj o najnizszym koszcie na podstawie podsieci krytycznej
(a nie podsieci niedopuszczalnej), skroci¢ wybrane czynnosci kry-
tyczne o jedng jednostke i powrdci¢ do kroku 3 algorytmu.

Rezygnujac ze stosowania wzoréw (12)-(14), nalezy mie¢ swiadomos¢
tego, ze tracimy mozliwos¢ wielokrotnego skracania czasu trwania dziatan
przekroju wskazanego w danej iteracji, co niekorzystnie wplywa na czas ge-
nerowania rozwigzan. Zwiegksza sie rowniez ryzyko nadmiernego skrocenia
czasu przejscia niektorych $ciezek w poréwnaniu z ustalonym czasem dyrek-
tywnym! Rozwigzanie zaproponowane w dwdch powyzszych krokach nie jest
wiec wiernym odzwierciedleniem pierwotnej idei algorytmu SPSN®.

Badanie czasu dzialania procedury oraz $redniej doktadnosci uzyskiwa-
nych za jej pomoca rozwigzan réwniez nie jest gléwnym celem niniejszego

? Autorka dziekuje Marcinowi Anholcerowi za sugestie dotyczace niektorych kwestii zwia-
zanych z komputerowg implementacja algorytmu.
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opracowania. Warto jednak podkresli¢, ze w pracy Gaspars-Wieloch [2009]
przedstawiono juz wyniki przeprowadzonych symulacji dla réznych typow
losowo generowanych zadan. Efektywnos¢ algorytmu SPSN poréwnano
z efektywnosciag ogdlnej metody optymalizacyjnej (metody Dantziga) oraz
algorytmu Kaufmanna i Desbazeillea (AKD). Jako jeden z punktéw odniesie-
nia wybrano wtasnie AKD, gdyz procedura ta (w przeciwienstwie do innych
metod optymalizacji czasowo-kosztowej) pozwala rozwigzywac te same typy
zadan (ten sam cel optymalizacyjny, te same rodzaje jednostkowych kosztow
skracania dzialan) co algorytm SPSN [Anholcer i Gaspars-Wieloch 2011,
2013]. Dzigki otrzymanym wynikom sformutowano nastepujace wnioski:

1. Algorytm SPSN rozwiazuje problemy czasowo-kosztowe ponad 100
(w przypadku 10 weztéw), ponad 600 (w przypadku 20 weztéw), a na-
wet ponad kilka tysiecy (w przypadku 50 wezléw) razy szybciej anizeli
metoda Dantziga (metoda simpleks).

2. Algorytm SPSN generuje rozwigzania prawie dwa razy wolniej anizeli
AKD, ale za to $rednia dokladnos¢ (tj. wzgledne odchylenie rozwia-
zan od rozwigzan optymalnych) tego pierwszego jest istotnie wyzsza.
Réznice w poziomie dokladnosci rozwigzan (na korzys¢ SPSN) sa
najbardziej widoczne w przypadku sieci z wieloma $ciezkami podkry-
tycznymi, ktére majg duzo wspdlnych czynnosci. Konstruujac prze-
krdj na podstawie wszystkich $ciezek niedopuszczalnych, unikamy
bowiem sytuacji charakterystycznej dla AKD, w ktorej skracana jest
w danej iteracji czynnos$¢ o wzglednie najnizszym koszcie skrécenia,
ale nalezaca tylko do jednej drogi. Algorytm SPSN preferuje przekroje
zawierajace czynnosci wchodzace w sklad kilku $ciezek jednoczesnie,
gdyz skrdcenie takich dziatan sprawia, ze jednostkowe koszty skrocenia
czasu przejscia przypadajgce na poszczegolne drogi niedopuszczalne
sa nizsze. Ponadto algorytm SPSN, w przeciwienstwie do AKD, zapo-
biega nadmiernemu (a wigc generujacemu dodatkowe zbedne koszty)
skréceniu niektérych dzialan.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono sformalizowany i kompleksowy opis metody skracania
przekroju $ciezek niedopuszczalnych sieci (SPSN). Stuzy ona do optymalizacji
czasowo-kosztowej projektow, ktérych strukture mozna opisa¢ w postaci sieci
deterministycznej. Jednostkowe koszty skracania dzialan mogg by¢ state lub
zmienne, przy czym w drugim wypadku preferowane sa wypukle krzywe
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czasowo-kosztowe, gdyz przy wklestych krzywych (nierosnace koszty skra-
cania) obniza si¢ dokladnos$¢ procedury. Idea algorytmu rézni sie bardzo od
koncepcji innych istniejgcych procedur. Na przyktad podczas skracania czasu
realizacji projektu poszukuje si¢ najtanszego przekroju dla sieci niedopusz-
czalnej. Tymczasem w innych metodach ustala si¢ minimalne ciecie dla catej
sieci [Phillips i Dessouky 1977] lub minimalny przekrdj dla sieci krytycznej
[Kaufmann, Desbazeille i Ventura 1964]. Dokonywanie tej operacji na pod-
stawie $ciezek niedopuszczalnych jest bardzo korzystne, gdyz zbiér takich
drég nie rosnie w miare zblizania sie do ostatniej iteracji (w przeciwienstwie
do zbioru $ciezek krytycznych, ktéry podczas skracania si¢ zwigksza [Moder
i Phillips 1964]). Ponadto w przypadku algorytmu SPSN koszt przekroju
jest obliczany na podstawie kosztéw skracania czynno$ci krytycznych i nie-
krytycznych. Natomiast wcze$niej opracowane techniki polegaja jedynie na
sumowaniu kosztéw przyspieszenia dziatan krytycznych. Duzym atutem
metody jest jej relatywna prostota, mozliwos¢ skrocenia czasu projektu nawet
o kilka jednostek w ramach danej iteracji oraz znacznie wyzsza dokladnos¢
anizeli w przypadku algorytmu Kaufmanna i Desbazeille’a, ktéry generuje
rozwigzania bardzo dalekie od optymalnego w sieciach o gestej strukturze
i licznym zbiorze $ciezek podkrytycznych.

Procedura SPSN zostala juz przedstawiona wczesniej w pracy Gaspars
[2006b]. Tym razem jednak wzbogacono poprzedni opis o istotne elementy,
dzigki ktérym wiadomo, jak nalezy postepowaé w dowolnym zadaniu (tj.
w zadaniu o dowolnej deterministycznej strukturze sieci i o dowolnych wiel-
kosciach poszczegdlnych parametréw). Dodatkowo w niniejszym artykule
wyjasniono, w jaki sposob powinna przebiega¢ komputerowa implementacja
algorytmu oraz poruszono kwestie zwigzane z efektywnoscig procedury.
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