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DYNAMIKA MODELU WZROSTU
GOSPODARCZEGO SOLOWA
Z OPOZNIENIEM INWESTYCYJNYM

Streszczenie: W pracy przedstawiono analiz¢ dynamiki modelu Solowa z opdznieniem
inwestycyjnym. OpoOznienie inwestycyjne jest zwigzane z czasem realizacji inwestycji
kapitalowych, tak jak zaproponowali to Tinbergen i Kalecki. W badaniu modelu, maja-
cego posta¢ rownania rézniczkowego z odchylonym argumentem, wykorzystano jako-
sciowe metody analityczne i metody numeryczne. Znaleziono stan stacjonarny w modelu
1 porownano go z rozwiazaniem modelu Solowa bez op6znienia, pokazano tez zalezno$¢
od parametrow modelu. Przedstawiono warunki konieczne do wystapienia cyklicznych
rozwigzan (bifurkacja do orbity okresowej). Numerycznie pokazano, ze cykl graniczny
w modelu jest stabilny.

Stowa kluczowe: wzrost gospodarczy, model Solowa, opdznienie inwestycyjne, rowna-
nie rozniczkowe z opdznionym argumentem, bifurkacja.

Wprowadzenie

Fundamentem teorii wzrostu gospodarczego jest model Solowa [1996]. Rozwi-
nigcia 1 modyfikacje tego modelu, szczegodlnie endogenizacja wiedzy w latach
osiemdziesigtych XX wieku, przyczynity si¢ do szybkiego rozwoju tej teorii
[Barro i Sala-i-Martin 2004]. Jednym z kierunkdéw rozszerzenia modelu Solowa
jest uwzglednienie op6znienia inwestycyjnego, ktore w istotny sposdb wptywa
na dynamike akumulacji kapitatu. Tinbergen [1931] i Kalecki [1935] stworzyli
modele, w ktoérych opdznienie pomiedzy rozpoczeciem inwestycji a ich zakon-
czeniem jest opisane przez rownania rozniczkowo-réznicowe, inaczej nazywane
roéwnaniami rézniczkowymi z opoéznionym argumentem [Gandolfo 1980]. Ogol-
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nie autonomiczne rownanie rézniczkowo-roznicowe z opoznionym argumentem
pierwszego rzedu ma postac

()= f (x(®), x(t = 9)),

dana jest tez funkcja poczatkowa ¢ w przedziale [7, - 9, ;] [Hale 1993].

W tych rownaniach aktualna zmiana stanu uktadu wiaze si¢ z przesztymi war-
tosciami zmiennych. Uwzglednienie czasu budowy dobr kapitalowych doprowa-
dzito do pojawienia si¢ nowego dynamicznego zachowania, w szczegdlnosci cy-
kli. O ile w teorii cyklu koniunkturalnego réwnania tego typu szybko znalazly
zastosowanie, o tyle w teorii wzrostu gospodarczego pojawiaty si¢ bardzo rzad-
ko. Jedng z pierwszych prac jest artykul Asea i Zaka [Asea i Zak 1999]. Badajac
problem optymalnej konsumpcji w modelu wzrostu, wprowadzili oni op6znienie
inwestycyjne (time-to-build) 9 do rownania na akumulacje kapitatu

k(1) =sf(t—9) - Sk(t —9).

W artykule przedstawiono analiz¢ dynamiki modelu Solowa z op6Znieniem
inwestycyjnym, wykorzystujac jakosciowe metody analityczne i metody nume-
ryczne. Omowiono zachowanie dtugookresowe modelu, gdy trajektorie (rozwia-
zania) zmierzaja do stanéw asymptotycznych (standéw rownowagi), a takze za-
lezno$¢ rozwigzan modelu od jego parametréw. Pordwnano rozwigzania modelu
Z rozwigzaniami oryginalnego modelu Solowa. Pokazano warunki konieczne do
wystapienia cyklicznych rozwigzan (bifurkacja do orbity okresowej).

Model

W literaturze ekonomicznej zwykto si¢ rozwaza¢ osobno problemy wzrostu go-
spodarczego i cyklu koniunkturalnego. W modelach cyklu koniunkturalnego
opoznienie inwestycyjne zostalo zaakceptowane jako czynnik wywotujacy cy-
kliczne zachowanie w gospodarce. Interesujgce jest zbadanie, czy uwzglednienie
czasu budowy dobr kapitatowych prowadzi do ztozonej dynamiki réwniez w diu-
gim okresie. Model Solowa z opdznieniem inwestycyjnym, w ktéorym zatrudnie-
nie 1 wiedza jest stata, byt juz przedmiotem badan w literaturze. Analiza okre-
sowych rozwigzan w takim modelu zostala przedstawiona przez Zaka [1999].
Szydlowski i Krawiec szczegotowo zbadali problem istnienia tylko jednego roz-
wigzania w tym modelu [Szydlowski 1 Krawiec 2004]. W niniejszym artykule
zbadamy model wzrostu z opdznieniem, w ktorym sita robocza i wiedza rosng
w sposob eksponencjalny.

Rozwazmy model, w ktérym wystepuja trzy czynniki produkcji: zasob kapita-
hu K, pracy L i wiedzy A. Zatdézmy, ze postep techniczny jest neutralny w sensie
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Harroda (AL to efektywna praca), a strumien produktu ¥ wytwarzanego w gospo-
darce jest opisany przez neoklasyczng funkcje produkcji

Y = F(K, AL). (1)

Zat6zmy, ze funkcja produkcji ma posta¢ Cobba-Douglasa o statych efektach
skali postaci

Y(1)=K*()[A@)L®D)] “, )

gdzie a1 1 — a to odpowiednio elastycznosci strumienia produktu wzgledem na-
ktadu kapitatu i efektywnej pracy.

Przyjmijmy, Ze stopy wzrostu pracy L i wiedzy 4 sg stalte i wynoszg odpowied-
nio n i g. Réwnania opisujace dynamike tych czynnikoéw produkcji majg postaé

L(t) = nL(?), 3)
A(r) = gA(1), (4)

Zmiana zasobu kapitalu K jest rowna inwestycjom netto, a wigc inwesty-
cjom w kapitat rzeczowy pomniejszonym o deprecjacje istniejacego zasobu ka-
pitatu. W standardowym modelu Solowa zaktadamy, ze inwestycje, realizowane
w chwili ¢, powoduja przyrost zasobu kapitatu w tej samej chwili. Oznacza to,
ze decyzje o inwestycjach, ich realizacja oraz oddanie do uzytku odbywaja si¢
rownocze$nie. Zrezygnujmy z tego uproszczenia i zatdzmy, ze budowa dobr ka-
pitalowych jest procesem trwajacym skonczony czas. Przyjmijmy, ze $redni czas
trwania inwestycji w gospodarce wynosi . Decyzje inwestycyjne albo rozpoczg-
cie inwestycji wystgpuje w chwili # — & i do realizacji inwestycji sa wykorzystane
zasoby czynnikoéw produkcji dostepne w tym momencie. Po czasie 3 inwestycje
sg zakonczone i nowy kapitat staje si¢ produktywny w chwili z. Rdwnanie na aku-
mulacje kapitalu ma wtedy postac

K(t)=sY(t-9)-5K(t-9), 5)

gdzie s jest stopa oszczednos$ci, a J jest stopa deprecjacji kapitatu. Inwestycje
brutto sg réwne zaoszczedzonej czgsci dochodu w chwili 1 — . To sa $rodki,
z ktorych kapital oddany do uzytku w chwili ¢ zostal sfinansowany. W wigkszos$ci
prac poswigconych modelowi Solowa z op6znieniem deprecjacja kapitatu wy-
stepuje w t — & [Asea 1 Zak 1999]. Jesli jako funkcje produkcji uzyjemy funkcje
Cobba-Douglasa, rownanie akumulacji kapitatu ma postaé

K(6)=sK* (1= 9)[A(t - ) L(t - )] ™ - 5K(t - 9). (6)
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Powyzsze rownanie razem z rownaniami (3) i (4) tworza uktad trzech réwnan
rézniczkowych, z ktérych jedno jest rownaniem rézniczkowym z opdznionym ar-
gumentem. Wprowadzmy nowe zmienne: produkt na jednostke pracy efektyw-
nej y 1 kapital na jednostke pracy efektywnej &

Y

y= Za (7
K

k= Z ®)

Z uktadu réwnan (3), (4) i (6) otrzymujemy nastgpujace rownanie na akumulacje
kapitatu na jednostke pracy efektywnej

k(t)=se” "k (t = 9) = 5"k (t — 9) — (n + gk (?). ©9)

Zamiast warto$ci poczatkowe;j, tak jak w przypadku zwyczajnego rownania roz-
niczkowego, konieczne jest przyjecie funkcji poczatkowej ¢(f), zdefiniowanej na
catym odcinku czasu okreslonym przez opoznienie k(f) = ¢(¢) dla ¢t € [-9, 0].

Rownanie (9) jest rownaniem zmodyfikowanego modelu Solowa, w ktorym
uwzgledniono opo6znienie inwestycyjne. Analiza rozwigzan tego modelu bedzie
przedmiotem dalszych rozwazan.

Stan stacjonarny

W stanie stacjonarnym & = 0 i warto$¢ zmiennej wynosi k(f — 9) = k(1) =k

1

—(n+g)3 -
se
k' = 10
(n+g+5e_("+g)9j (10)
oraz
1
—(n+g)3 1—a
se
= . (11)
4 [n +g+0e e? ]

Wielkosci & i y* to odpowiednio zasob kapitatu i strumien produktu na jed-
nostke pracy efektywnej w warunkach dlugookresowej rownowagi. Podobnie jak
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w modelu Solowa, w modelu z op6znieniem wraz ze wzrostem stopy oszczgdno-
$ci kapitat 1 produkt na jednostke efektywnej pracy rosna, a wzrost stopy postepu
technicznego g, stopy wzrostu liczby pracujacych n lub stopy deprecjacji kapitatu
0 prowadzi do ich spadku. Pojawia si¢ tu jednak nowy parametr $. Uwzglednie-
nie opdznienia spowodowalo, ze zasob kapitatu i strumien produktu na jednost-
ke pracy efektywnej jest mniejszy niz w stanie stacjonarnym modelu Solowa.
Im wigksze jest opdznienie &, tym mniejsze jest k& i y . Obliczmy jak duzy jest
spadek zasobu kapitalu na jednostke pracy efektywnej w modelu wzrostu z op6z-
nieniem inwestycyjnym w stanie stacjonarnym w poroéwnaniu z jego wartoscig
w stanie stacjonarnym w modelu Solowa (modelu z zerowym op6znieniem inwe-
stycyjnym 3 = 0)

1

_K(8=9) k" ($=0) _((n+g+5)e(’”g)9° j .

(12)

Tk K (9=0) n+ g +oe

Widzimy, ze spadek jest tym wigkszy, im wigksze sg warto$ci parametrow n, g
i a. Na przyktad gdy n + g = 0,03, a = 0,3 1 3 = 1 spadek wynosi 1,6%. Inne war-
tosci zostaly przestawione w tabeli 1.

Tabela 1. Procentowy spadek zasobu kapitalu na jednostke pracy efektywnej
w modelu wzrostu Solowa z op6znieniem w stosunku do zasobu kapitalu na
jednostke pracy efektywnej w modelu Solowa bez op6znienia

9=0,5 9=1 9=13
n =0,01; g=001; a=03 0,4 0,8 2,8
n =001; g=001; a=0/4 0,5 1,0 2,9
n =001; g=0,02 a=03 0,8 1,6 4,8
n =001; g=002 a=04 0,9 1.8 5.6

Podobng analize¢ mozemy przeprowadzi¢ dla produktu na jednostk¢ pracy
efektywnej. Wzgledng zmiane produktu na jednostke pracy efektywnej w punk-
cie rownowagi dlugookresowej, jesli uwzglednimy opdznienie w stosunku do
przypadku, gdy opoznienie jest zaniedbane, definiujemy jako

_k(9=9)-k"(9=0) :£(n+g+5)e‘(”*g”° Jla"‘ -1 (13)

7y k* (9=0) n+g+oe "
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Wzrost opdznienia inwestycyjnego w modelu Solowa obniza wielko$¢ produktu
osiggang w punkcie dlugookresowej rownowagi. Podobnie jak w przypadku za-
sobu kapitalu na jednostke pracy efektywnej wzrost wartosci parametrow n, g1 a
powoduje obnizenie wielkosci produktu na jednostke pracy efektywnej. Warto$ci
wspoltczynnika y, dla przyktadowych wartosci parametrow zostaty przedstawione
w tabeli 2.

Tabela 2. Procentowy spadek produktu na jednostke pracy efektywnej
w modelu wzrostu Solowa z op6zZnieniem w stosunku do produktu
na jednostke pracy efektywnej w modelu Solowa bez op6znienia

9=0,5 9=1 9=3
n =0,01; ¢=0,01; a=0,3 0,1 0,2 0,7
n =001, ¢=0,01;, a=04 0,2 0,4 1,2
n =0,01; ¢=0,02; a=0,3 0,2 0,5 1,5
n =0,01; g=0,02; a=04 0,4 0,8 2,3

Rozwigzanie cykliczne

W celu analizy wlasnosci modelu Solowa z op6znieniem przeprowadzmy analize
lokalnej stabilno$ci. Zbadanie zachowania uktadu w otoczeniu punktu krytyczne-
go pozwoli wykazaé, czy istniejg rozwiazania cykliczne.

Szukamy szczegodlnego typu zachowania cyklicznego, ktore jest reprezento-
wane przez cykl graniczny. Jest to krzywa w przestrzeni fazowej, ktora przyciaga
lub odpycha (w zaleznosci od tego czy mamy do czynienia ze stabilnym czy nie-
stabilnym cyklem granicznym) trajektorie uktadu. Jedng z mozliwych drog po-
wstania cyklu granicznego jest utrata stabilnosci przez punkt krytyczny, w wy-
niku zmiany wartosci parametru modelu. Jest to to znaczy bifurkacja do orbity
okresowe;j.

W rozwazanym modelu parametrem bifurkacyjnym jest parametr opdznie-
nia 3. W miar¢ jak warto§¢ opoznienia rosnie, dla pewnej warto$ci tego parame-
tru zanika stan stacjonarny, wokol niego pojawia si¢ cykl graniczny, a w dlugim
okresie cykliczne zachowanie zmiennych modelu.

Aby znalez¢ wartos¢ parametru opoznienia 3 = 4., dla ktorej zachodzi bifur-
kacja do orbity okresowej, nalezy wykaza¢ istnienie jedynej pary sprz¢zonych
zespolonych wartosci wasnych (4, 1), bedacych rozwiazaniem rownania charak-
terystycznego (9).

W tym celu zlinearyzujmy réwnanie modelu (9) w punkcie krytycznym (10)

k(1) = ase” " (k) Nk =kt =) =0 " (k—k")(t - 9) +
—(n+g)k—k")2). (14)
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Wstawiajac k(7) = €" i k(1 — 9) = " oraz wartos¢ w punkcie krytycznym (10),
otrzymujemy réwnanie charakterystyczne

[(a—l)ée_('”g)s +a(n+g)]ew —(n+g)—-41=0 (15)

lub dla uproszczenia zapisu
Ce”—(n+g)—1=0 (16)

gdzie
C=(a—1)0e"® +qan +g).
Zatozmy, ze warto$¢ wlasna jest zespolona A = o + iw, wtedy rownanie charak-
terystyczne (16) separuje si¢ na czgs$¢ rzeczywista i urojong
Ce™ cos(w9)—(n+ g)—o=0, (17)
—Ce ™ sin(wd) — w =0, (18)

gdzie
C=(a—1)de"® + an + g).

Zauwazmy réwniez, ze uklad rownan (17)-(18) ma symetri¢ zwierciadlang
wzgledem zmiany w — —w; stad 1 = ¢ + iw oraz 1 = 0 — iw sa rozwigzaniami tego
uktadu réwnan. Dlatego bez utraty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze w > 0.

Rozwigzania okresowe sg zdeterminowane przez czysto urojone pierwiastki
rownania charakterystycznego. Niech ¢ = 0, wtedy uktad rownan (17)-(18) przyj-
muje postaé

Ccos(w¥)—(n+g)=0, (19)
—C sin(w¥) —w = 0. (20)

Niech rozwigzaniem uktadu (19)-(20) bedzie (o, $,;). Podnoszac do kwadra-
tu, dodajac stronami i po spierwiastkowaniu otrzymujemy

w, =A/C*—(n+g). 21
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Takie rozwiazanie istnieje, jesli C> — (n + g)* > 0. Rozpisanie tego warunku daje
nastgpujace ograniczenie:

Se e _ (n+ g)‘

56—(n+g)19 (22)

a<
+n+g

Na przyktad dla » = 0,01, g = 0,01, 6 = 0,05 oraz o = 0,3 warunek jest spetnio-
ny, o ile & jest w przyblizeniu mniejsza niz 14.
Nastgpnie wyznaczamy §,; z rownan (19) 1 (20)

"9bi -
JC(9,)—(n+g) n+g (23)

dla m=0,1,2, ...

! arctg[\/c (Yu)=(n+g) ]+m7r=0

Rozwiazujac to rownanie, otrzymamy wartos¢ bifurkacyjng parametru opoz-
nienia J,.. Ekonomiczny sens majg tylko te rozwigzania, dla ktorych okres jest
dtuzszy niz bifurkacyjna warto$¢ parametru op6znienia [Frisch, Holme 1935].

Okres oscylacji jest dany przez P = 2n/w. W naszym wypadku

2 2m
oy JCP—(n+g)

Cykl graniczny mozna réwniez otrzymaé, korzystajac z metod numerycz-
nych. Numeryczna analiza modelu zostata przeprowadzona przy uzyciu funkcji
dde23 programu Matlab. Na rysunku (str. 277) zostaty przedstawione portret fa-
zowy oraz wykres zaleznos$ci k(¢) dla dwoch przyktadowych trajektorii (o = 0,3,
n=20,01,g=0,01,s=0,2,0=0,1519 = 19,25). Jedna z trajektorii rozpoczyna
swoja ewolucj¢ wewnatrz obszaru ograniczonego przez krzywa cyklu graniczne-
g0, a druga na zewnatrz. Obie zblizajg si¢ do cyklu granicznego i nawijajg si¢ na
niego. Oznacza to, ze cykl graniczny jest cyklem stabilnym.

P (24)

Whioski

W pracy przedstawiono analize dynamiki prostego modelu wzrostu gospodarcze-
g0 z opdznieniem inwestycyjnym. Model ten, bazujacy na modelu wzrostu go-
spodarczego Solowa, sformulowano w postaci rdéwnania rézniczkowego z op6z-
nionym argumentem. Do zbadania modelu wykorzystano metody analityczne
1 numeryczne.



Dynamika modelu wzrostu gospodarczego Solowa z op6znieniem inwestycyjnym 279

Pokazano istnienie stanu stacjonarnego w modelu wzrostu gospodarczego.
W tym modelu w stanie stacjonarnym ilo$¢ kapitatu na jednostke pracy efektyw-
nej byla nizsza niz ilo$¢ kapitatu na jednostke pracy efektywnej w oryginalnym
modelu Solowa.

Wykazano, ze dla pewnych warto$ci parametrow modelu w wyniku bifurkacji
do orbity okresowej powstaje cykl graniczny.

Znaleziono numerycznie cykl graniczny w badanym modelu wzrostu gospo-
darczego. Z analizy numerycznej wynika, ze cykl graniczny jest stabilny.
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THE DYNAMICS OF THE SOLOW MODEL WITH TIME DELAY

Summary: The paper presents the analysis of the dynamics of the Solow model with time
delay. This time delay comes from the difference between the investment decisions and
delivery of finished capital goods, as was proposed by Tinbergen and Kalecki. The model
which has a form of a differential equation with time delay is studied with both analyti-
cal and numerical methods. The steady state solution is found in the model and compared
with the corresponding solution of the Solow model without time delay. The dependence
of the solution on the model parameters was also shown. Conditions for the existing cyc-
lic solution were presented (bifurcation to a periodic orbit). It was shown numerically that
the limit cycle obtained in the model is stable.



